OY S 
1/) 414958 


北京 大 学 数学 处 书 


出 


00414958 


北京 大 学 出 版 社 
“ 北 ” 京 。 


图 书 在 版 编目 (CIP}) 数 据 


位 势 论 / 张 鸣 铺 善 .一 北京 :北京 大 学 出 版 社 ,1998. 12 
(北京 大 党 数学 从 书 ) 
ISBN 7-301-02781-8 


1 . 位 … 


. 张 … .位 执 论 和 .0174.3 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (96) 第 02549 号 


书 名 : 
著作 责任 者 : 
两 人性 编辑 ， 
标准 书号 ; 
出 版 ” 者: 
.: 北京 市 海淀 区 中 关 村 此 京 大学 校 内 ”100871 

: 出 版 部 62752015 发 行 部 62559712 编辑 部 62752032 
:北京 大学 印 副 厂 

: 北京 大 学 出 证 社 

: 新 华 书 店 


地 
电 
排 中 


良 路 庚 渤 巧 


由 下 
字 次 


寺 


位 势 论 { 北 京 大 学 数学 从 书 》 
张 鸣 情 著 

刘 勇 和 孙 暗 . 

ISBN 7-301- 02781-8/O » 350 
北京 大 学 出 版 福 


850mm X11l68mm 32 开本 9.875 印 张 250 十: 节 
1998 年 12 月 第 一 版 。 1998 年 12 衣 第 - -次 印刷 


: 0001-- 3;000 及 
1 15,50 元 


- 代数 曲线 


《北京 大 学 数学 从 书 》 书 目 


- 同 伦 论 基 础 
:抽样 论 
: 微 妇 几何 讲义 


万 , 贡 论 


代数 学 tC 上、 下 ) 


， 歼 曼 儿 何 初步 

- 一 阶 罕 阵 故 的 袁 示 与 月 针 形 式 
. 微分 动力 系统 导 引 

， 无 限 元 方法 

， 李 群 讲义 

，Ht 空间 论 

， 歼 曼 几何 选 讲 

- 污 阵 计算 的 理论 与 方法 

5， 位 势 论 


[ 美 ]P 


廊 珊 涛 等 著 

许 宝 又 著 
陈省身 靠 善 
龙 瑞 餐车 
格 列 菲 斯 著 
莫 宗 坚 等 著 
伍 鸿 诛 等 著 
黎 景 多 等 著 
张 锦 炎 等 车 
应 隆安 黄 
项 武义 等 曹 
邓 东 举 等 著 
伍 鸿 巾 等 普 
徐 册 方 编著 

张 鸣 铺 闫 


CO 


《北京 大 学 数学 丛书 ; 编 委 会 


副 主编: 江 泽 培 丁 石 孙 
编 委 ; 钱 教 了 同仁 姜 伯 允 张 状 庆 点 位 实 


说 
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此 丛书 是 以 数学 .计算 数学 ,概率 统计 及 有 关 专 业 的 高 
-年 级 学 生 .研究 生育 年 教师 及 数学 研究 工作 者 为 读者 对 象 
的 出 版 物 , 从 书 特点 是 内 容 新 颖 力图 反映 现代 数学 的 新 成 
就 :叙述 精练 , 约 相当 于 一 学 期 周 学 时 为 3 的 研究 生 课程 的 
取材 . 我 们 编辑 出 版 此 丛书 的 主要 吧 的 是 为 了 适应 我 们 国家 
培养 研究 生 的 需要 ,同时 , 文 可 作为 数学 及 有 关系 科 高 年 级 
选 相 课程 的 参考 书 ,为 提高 本 科 生 的 教学 质量 页 献 一 份 力 
基 . 
我 们 诚 导 地 需 望 : 广大 读者 对 于 书目 的 选择 ,内 容 的 取 
材 担 出 宝 焉 意见 ,作为 我 们 今后 出 版 或 再 版 时 的 参考 . 


《北京 大 学 数学 丛书 3 编 委 会 
一 九 八 一 第 元 月 
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从 20 世纪 以 来 ,在 测度 及 拓扑 的 基础 上 形成 了 现代 位 势 理论 .本 书 系统 
而 又 精辟 地 讲述 了 位 势 论 的 基本 原理 和 方法 ,总 结 了 我 国 50 年 代 以 来 现代 
位 势 论 研 究 的 成 果 , 包 括 作 者 相当 数量 的 研究 成 果 . 全 书 共 分 五 章 , 内 容 包 
括 :测度 .积分 .拓扑 ,位 势 及 上 调和 国 数 , 打 除 读 ,容量 .点 集 的 肥瘦 和 网 拓 
了 扑 ,Dirichiet 问题 .扫除 法 的 推广 等 . 每 节 后 配 有 拓 量 习题 供 读者 选用 . 附录 
部 分 对 现代 位 势 论 在 若干 方面 的 发 展 作 了 简明 的 介绍 . 

本 书 叙 述 严 递 ,深入 浅 出 ,富有 启发 性 .注意 现代 亿 势 沦 与 物理 ,微分 方 
程 . 概 率 论 和 函数 论 之 问 的 联系 ,强调 位 势 论 的 演变 ,发展 和 对 各 党 科 的 影 
响 ,多 可 出 现代 位 势 沦 的 研究 概 摇 ,以 直 起 读者 的 兴趣 和 思考 ,把 演 者 带 进 现 
代位 势 论 的 研究 领域 . 

本 书 可 作为 大 学 数学 .应 用 数学 .概率 、 物理 等 条 高 年 级 大 学 下 和 研究 生 
的 教材 或 参考 书 ,也 可 供 从 事 位 势 理论 针 究 及 相关 专业 的 科技 工作 者 顺 读 . 


序 


张 哆 灸 教授 (1926 一 1986) 是 我 国 杰 出 的 数学 家 . 他 超 性 之 放 ， 
才华 横 溢 . 早 在 求学 时 代 , 他 师 从 陈 建 功 先生 和 苏 步 青 先 生 , 同 时 
钻研 分 析 学 和 几何 学 . 在 两 位 高 师 的 申 陶 下 ,他 的 数学 功力 的 诬 厚 
广博 ,在 当时 浙江 大 学 数学 系 历 届 高 材 生 中 也 是 少 有 的 . 1952 年 
院 系 调整 后 ,他 一 直 在 厦门 大 学 任教 ,他 的 研究 工作 涉 太 数学 的 许 
多 分 支 ,到 50 年 代 中 期 ,他 已 在 现代 位 势 理论 方面 发 表 了 一 系列 
引 人 注 目的 研究 成 果 . 可 惜 导 1957 年 以 米 , 在 “ 左 ” 的 政治 影响 下 
他 遭受 了 不 公正 的 待遇 ,他 的 研究 工作 不 幸 被 通 中断 . 直到 60 年 
代 初 期 ,他 才能 在 数学 岗位 上 发 挥 作 用 , 他 当即 在 厦门 大 学 数学 系 
开设 了 位 势 理论 专门 化 课程 , 深 受 年 轻 学 子 的 推崇 . 其 后 在 十 年 洛 
动 中 ,他 的 业务 工作 全 部 被 吾 中 断 ,7?0 年 伐 后 期 拨乱反正 之 后 ,他 
才 获 得 新 生 . 从 此 他 在 开展 研究 工作 的 同时 ,到 全 力 于 几 究 生 的 培 
养 , 多 次 为 位 势 论 方面 的 研究 生 开 设 各 项 有 关 课 程 , 并 悉心 指导 他 
们 的 学 位 论文 ,到 80 年 代 中 期 已 培养 出 一 批 现 代位 势 论 方面 的 新 
秀 . 过 去 我 国 在 位 势 论 方面 的 研究 极为 薄弱 ,特别 是 现代 位 势 论 方 
面 的 研究 几乎 是 空白 . 张 鸣 针 教 授 志 在 振兴 我 国 的 现代 数学 ,为 使 
我 国 在 位 势 沦 方面 的 研究 能 迅速 赶 上 国际 的 现代 发 展 , 他 才 从 他 
自己 涉及 面 极 为 广博 的 研究 工作 中 集中 到 现代 位 势 论 的 研究 ,并 
致力 于 新 生 力 量 的 培养 . 他 虽 历 经 坎坷 而 其 圳 弥 坚 , 鹃 心 洱 血 地 为 
培养 这 方面 的 人 才 而 不 遗 余力 ,直到 癌症 革 去 了 他 可 贯 的 生命 . 

本 书 妈 以 张 玖 贸 教 授 在 60 年 代 开 设 的 位 势 论 专门 化 课程 的 
讲义 为 基础 ,并 以 他 在 1979 年 亲自 修订 后 作为 厦门 大 学 和 福州 大 

。]” 


学 数学 系 研 究 生 教材 的 讲义 为 监 本 ,又 收集 了 一 个 附录 所 组 成 .这 
个 附录 是 他 的 学 生根 据 张 教授 指导 中 所 记录 的 笔记 整理 出 来 的 . 
本 书 内 容 确 实 反 映 了 张 鸣 镜 教 授 为 促使 现代 位 势 理论 能 在 我 国 迅 
速 发 展 所 花 出 的 心血 . 他 在 本 节 中 精辟 而 又 涂 入 浅 出 地 讲解 了 现 
代位 势 论 的 基本 原理 和 方法 , 既 能 使 读者 便于 掌握 它们 , 又 能 使 读 
者 掌握 之 后 便于 开展 现代 位 势 论 的 研究 . 而 本 书 的 附录 对 于 位 势 
论 的 若干 现代 的 发 展 又 提供 了 简明 的 介绍 .所 以 本 书 的 出 版 距 为 
我 国 高 校 数 学 (或 应 用 数学 ) 专 业 以 及 其 相 邻 专业 的 研究 生 教材 和 
本 科 商 年 级 学 生 的 选修 课 教材 提供 了 优秀 的 新 书 , 又 能 为 促进 我 
国 位 势 论 的 现代 发 展 起 到 所 能 起 的 作用 , 而 后 者 正 是 张 鸣 饼 教授 
生平 的 所 愿 ,在 这 个 意义 上 来 说 ,本 书 的 出 版 又 可 以 看 成 对 作者 的 
一 个 永恒 纪念 ， 

位 扒 理 论 有 长 久 的 发 展 历史 , 它 的 古典 理论 在 19 世纪 中 叶 就 
已 形成 , 它 同 物理 有 密切 的 联系 ,其 名 称 就 表明 了 这 一 点 . 实际 上 ， 
它 同 复 变 函数 .Laplace 方程 都 是 研究 电磁 场 的 基本 数学 工具 . 从 
20 世纪 议 来 ,在 测度 及 拓扑 的 基础 上 形成 了 现代 位 势 理 论 , 它 同 
物理 仍 有 密切 联系 ,而 且 联 系 得 更 广泛 了 .尤其 它 同 Brown 运动 
的 深刻 联系 使 位 势 论 的 基本 概念 得 到 了 明确 的 概率 论 意 义 , 于 是 
概率 论 方法 引进 到 位 势 论 的 研究 中 来 ; 反 过 来 ,位 势 论 的 工 其 也 促 
进 了 概率 论 的 发 展 . 二 者 的 相互 路 透 是 近代 位 势 论 的 一 个 重要 特 
点 . 它 仍 然 同 微分 方程 的 研究 联系 在 一 起 ,但 现在 牵涉 到 了 - 般 的 
- 阶 及 高 阶 椭 贺 型 方程 ,其 他 类 型 的 方程 如 抛物 型 方程 、 
Schradinger 方程 .以 至 一 般 的 非 线性 方程 ,国之 有 了 非 线性 位 势 
论 , 同时 ;由 于 引入 公理 化 思想 还 形成 了 极为 重要 的 公理 化 位 势 
论 .所 以 举 个 多 世纪 以 来 :位 势 理 论 有 了 巨大 的 发 展 ,形成 了 一 个 
内 容 丰 证 、 充 满 活 力 的 数学 分 支 . 张 鸣 饼 教授 早 在 50 年 代 就 提倡 
现代 位 势 论 的 研究 是 具有 远见 卓识 的 . 
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本 书 的 出 版 首先 要 感谢 张 鸣 镭 教 授 的 弟弟 请 华 大 学 应 用 数学 
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第 一 章 测度、 积分 .拓扑 
31.1 测 度 


集合 以 及 有 关 的 基本 概念 假定 读者 已 经 熟悉 . 自然 ,我 们 谈 的 
远 不 下 是 欧 氏 空间 或 者 它 的 子 集 . 

我 们 考虑 一 个 集合 下 及 防 的 子 集 , 久 的 元 素 也 称 为 点 .于 是 
大 及 它 的 子 集 都 是 点 集 . 为 了 方便 ,XX 也 称 为 宝 间 . 

集合 的 交集 、 和 和 和 集 用 通常 的 记号 , 集合 4 的 余 集 记 作 CCA)， 
而 3 站 MCCB8) 了 世 记 作 AM\B. 由 单独 一 点 组 成 的 集合 记 作 {下}. 下 
面 也 用 {P;} 表 示 点 列 {Pi} (i 二 2020 呈 ) 即 点 列 {PiyPos…} ,但 这 
不 会 引起 混 请 . 

假定 钊 是 蕊 的 一 族 子 集 , 囊 不 空 并 且 有 下 前 的 性 质 : 

(1) 如 果 4 E 盏 ,4E 中 ,那么 A1\A:E 钙 ; 


【2 如 里 相 握 利和 一 1 2 ,那么 [ 14; 一 本 UU4， Up 所 巧 ， 
"一 了 


束 称 盏 是 由 元 的 子 集 所 组 成 的 一 个 sc 环 . 

假定 下 是 由 蔷 的 子 集 所 组 成 的 一 个 og 环 , 每 个 AE€ 甸 都 对 应 
着 一 个 实数 A4) 或 者 士 ce ,那么 说 这 个 对 应 关系 产 是 在 更 上 年 
尽 的 ”个 集 函 数 . 如 果 对 属于 下 的 任何 可 列 个 两 两 不 相交 的 集合 
41,4r 下 列 式 子 成 立 : 


Al [Jai}= DtA), (1.1.1) 
就 说 上 是 绝对 可 加 的 (或 者 完全 可 加 的 )， 
注意 :(1.1.1) 式 成 立 就 表示 等 号 右边 的 和 式 里 不 会 同时 出 现 


等 于 十 ce 及 等 于 一 co 的 项 ,因为 十 ce 一 所 是 没有 意义 的 . 关于 士 co 
] 


的 四 则 运算 ,我 们 采用 避 惯 的 规定 : 
当 0<a 委 十 ce 的 时 候 ， 


8 《十 oo) 一 《十 co 一 【一 6 【一 co) 一 【一 co])。( 一 了 汪 ) 
一 aoo 一 cosag 一 十 em， 

在 《一 00) 一 《一 2) 一 (一 2 (十 eol 一 《十 eco) + (— a) 
一 一 ooo 一 一 co va 一 一 oo， 

0 (+ co) 一 《十 cc 0 一 0 和 (一 co 一 《一 co 0 一 站 


当 一 ceo<a 委 十 oe 的 时 候 ， 
十 ce 一 扣 十 和 一 十 cc 
一 站 一 各 一 一 0 一 有 一 一 
当 0<<a<< 十 cc 的 时 候 ， 
十 oofa 一 一 oo 所 一 2 一 十 co， 
一 oofa 一 十 co/(—a) 一 一 co， 
a oo) = a 0) = a 00) 一 一 和 一 ec) 一 全， 

定 尖 ”假定 鲁 是 由 空间 XX 的 子 集 所 组 成 的 so 环 ,p 是 定义 在 
上 的 一 个 绝对 可 加 集 活 数 , 并 且 至 少 存 在 一 个 4E€ 人 使 | CA)1 
过 十 oo, 就 说 是 一 个 测度 或 者 质量 分 布 . 对 每 一 个 AE$, (4) 
叫做 4 的 测度 或 者 分 布 在 4 里 的 质量 . 每 个 .AE 全 $ 称 作 一 个 可 测 
集 ( 相 对 于 j)， 

定理 1.1.1 假定 人 是 由 空间 XX 的 于 集 构 成 的 一 个 o 环 ,于 
么 空 集 包 生理 如 果 再 假定 是 在 四 上 定义 的 测度 ,那么 上 4 好 7) 一 
0. 

证 明 ”假定 4E 更 ,那么 由 = 环 的 定义 知道 A\AE 人 ,因此 多 
艺 B. 再 假定 上 是 一 个 测度 ,那么 存在 一 个 4E 外 ,使 (4 有限. 所 
志 

CA) = ACA YU B= A) + pC). 
由 此 得 到 凡人 安 ) 一 0， 人 

下 面 我 们 举 几 个 测度 的 例子 . 当然 ,测度 是 一 个 非常 广泛 的 概 

念 ,这 几 个 例子 并 没有 多 大 的 代表 性 . 在 举例 以 前 , 先 请 大 家 广 意 : 
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如 果 … 个 测度 在 s 环 史上 定义 ;那么 疡 当然 在 二 的 任何 一 个 子 
5 环 上 也 有 定义 . 空间 区 的 所 有 子 集 (包括 空 集 ) 全 体 当 然 构成 一 
个 5 环 汕 . 当 是 最 大 的 由 多 的 子 集 构成 的 o 环 ,也 就 是 由 天 的 子 
集 构成 的 任何 一 个 a 环 王 宙 . 所 以 ,如 果 一 个 测度 在 锡 上 上 定义 ， 
那么 自然 就 在 任何 一 个 鲁 上 都 有 定 疼 了 . 
例 1 假定 下 是 一 个 不 空 的 点 集 ,在 禄 中 取 定 一 点 已 , 对 任 
何 ACK, 令 
1， 当成 区 用， 
sr(4) 一 0 当 己 本 4 《1. 1.2) 
那么 sr 是 在 = 环 委 上 定义 的 一 个 测度 , sr 称 为 在 书 点 的 一 个 单 
位 质点 .或 Dirae 测度 . 
例 2 X 是 一 个 点 集 . 对 任何 4CX, 令 
oA} = 0,， 
那么 是 在 so 环 当 上 定义 的 测度 ,叫做 堆 测 度 ， 
例 3 区 是 一 个 点 集 . 对 任何 A 三 苹 , 令 
A) = 十 see， 当 4 不 是 空 集 ， 
0， 当 4 是 空 集 ， 
那么 产 是 一 个 在 甸 上 定义 的 测度 . 
例 4 大 家 如 悉 的 直线 上 的 Lebesgue 测度 是 在 由 全 部 
Lebesgue 可 测 集 构成 的 og 环 上 定义 的 测度 . 
下 面 还 要 说 明 测 度 的 几 个 基本 性 质 . 
定理 1.1.2 假定 上 是 一 个 测度 ,4 及 B 是 珊 个 可 测 集 ,8 丑 
4,F(4) 及 3) 不 部 等 于 十 = ,也 不 都 等 于 一 2 ,那么 
ACA\B) = pA 一 下 ( 召 )， 
证 明 因为 
MA) = pA\B) 十 p(B), 
移 项 就 得 到 所 要 证 明 的 等 式 . 在 定理 的 假设 下 ,这 样 的 称 项 是 许可 
的 . | 
定理 1.1.3 假定 是 一 个 测度 ， 存 在 一 个 可 测 集 A， 使 
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A 有 4) 二 十 co, 那么 对 任何 可 测 集 Bu(B)> 一 00. 
证 明 因为 召 是 一 个 可 测 集 ,所 以 
ntB) 一 p(B A 十 pCB\AY). 
如 果 PtB) 一 一 oo, 那么 kB 门 4) 及 ptB\A) 中 至 少 有 一 个 是 
一 co, 若 AzCB 4) 一 一 ce 那么 由 
A = pA NN BT pCAN\B) 
得 到 巴 盾 ,这 是 因为 等 号 左边 是 十 oo ,右边 地 有 一 项 是 一 ce. 若 
A(B\A) 二 一 2, 那么 由 
CA UB) = p(B\A) + pA) 
得 到 了 矛盾 ,因为 等 号 右边 有 一 项 是 十 o ,有 一 项 基 一 se， 所 以 4U 
B 必 和 证 不 可 测 而 这 中 可 测 集 全 体 构 成 = 环 的 假设 矛盾 . 所 以 ， 
AB)>—o0. | 
定理 1.1.4 很 定 关 是 一 个 测度 ,1{14.} 是 一 列 可 测 集 . 如 果 
4 Sa 一 1,2 ,那么 


a( [4 一 limp(4。)， 
m= 1 i 
如 时 A OA i 1 ) :Ti 有 EA ) | < 十 co 那么 


zl 门 A 一 lim AA), 


证 明 先 证 明定 理 前 半 部 分 . 令 S = J 4. 如 果 有 一 个 4 
使 gCtA4w) = 二 十 ce ,那么 由 于 对 任何 帮主 m， 
HT 一 Ad 十 md)， 
必须 paeN\4m) 六 一 co 而 wh) 一 十 cc. 因此 ，lim pk(4,) 一 
十 ce， 另 一 方面 ,由 于 
HAS) = AS 十 pCA,), 
必须 jy(SN\VA0) 这 一 0, 而 msS) 一 十 cc, 所 以 所 说 的 等 式 成 立 . 
同样 ,如果 有 一 个 4, ,使 (4 一 一 ceo, 那么 等 式 显 然 也 成 


答 如 果 所 有 的 A 都 满足 
— AA) m= 11,2 ), 
那么 由 
5S = AUA,U = A UYU CANAYU CAVA Uo» 
得 到 
HS 一 AD 十 AD 二 CAA) 十 
= pAD TF CA) 一 PK 十 AD) 一 Pay 十 入 
一 HenAra。)， 
这 就 是 所 要 求 的 等 式 . 注意 这 里 由 于 假定 pk.4。.)? 有 限 ,所 以 
HA 一 Pd 一 PFC。)， 
其 次 证 明年 理 的 后 半 部 分 . 由 于 1mAt47)| < 十 co 所 有 的 4。 
都 必须 渗 足 |A(C4。)| 近 十 co 和 耕 则 的 话 , 姑 果 有 一 个 4, Cm 守 1), 梧 
za4)| 一 十 co 那么 
[Ad 7| = [AC vA) CA) | 一 十 2， 
因为 GAs-1m\As) 不 能 是 跟 utA4) 符 号 相反 的 无 限 大 , 继续 推算 下 
去 ,最 后 得 到 12(047)| 二 十 o 这 是 不 可 能 的 . 
既然 所 有 的 4.。 都 满足 jacAs)|< 之 十 0, 那么 由 


4 =i)AU CANAD U Cd U 
得 到 


pCAD= pl A) 4 一 ac + pM) 一 Cao + 
= pl (1 42) + A641) — limp( A,). 

因此 得 到 所 要 证 明 的 等 式 . 

假定 一 个 测度 & 在 所 有 的 可 测 集 4 里 分 布 的 质量 不 为 人 员 , 那 
么 讽 产 是 一 个 正 测 度 . 

假定 A Hm 是 在 同 -… 个 环 省 上 定 久 的 测度 al,a2， 
Dr 性 宇 数 ,作对 每 个 AEB,ap CA a 这 个 数值 
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Cn 


中 不 会 同时 有 十 co 及 一 ,那么 可 以 构 丫 一 个 新 的 测度 x 一 
Dap x 在 任何 一 个 4€ 名 分 布 的 质量 是 (A4) = Pana 


这 个 声称 为 ,pm 的 实 系数 线性 组 合 . 等 别 是 两 个 测度 ja, po 
的 和 A pe 及 茬 向 一 Pet 一 说 十 (一 1)m) 就 是 在 这 样 的 线 : 竹 组 合 
的 定义 下 理解 的 . 
我 们 要 证 明 :一 个 测度 必定 可 以 表示 为 两 个 正 测 度 的 差 . 为 了 
这 个 目 竟 , 先 说 明 变 差 的 概念 、 
假定 # 是 在 cc 环 理 上 和 定义 的 一 个 测度 ,对 任何 一 个 4 息 划 , 令 
【有 一 SuP 0B) , C1. 1.3) 


庆 《4 一 一 inf ntB). (C1, 1.4) 
沉 子 上 二 必 


A+4) 及 p54) 分 别称 为 x 在 4 里 的 正 变 差 及 负 变 浆 , 所 得 到 的 
A++ 及 产 - 这 两 个 集 函 数 分 别称 为 产 的 正 变 闫 及 负 变 整 . 由 于 空 集 
斌 测 , 并 且 是 任何 一 个 可 测 集 4 的 子 集 , 所 以 gi CA) 守 0,p_(A) 
谤 0. 因此 ,测度 的 正 估 变 差 都 是非 负 的 集 函 数 . 

引 理 1 假定 p 是 一 个 测度 ,那么 gj 及 px 都 是 正 测度 . 

证 明 显然 ,pr (@) 一 上 (2) 一 0 之 十 :斯 蓉 只 要 证 明 哺 
及 产 都 是 忽 对 可 加 的 就 行 了 . 

任意 取 可 列 个 两 两 不 相交 的 可 浏 集 4.(m 一 LI, 2 念 4 一 
(a,. 

妇 果 存在 一 个 4 使 pn (4%) 二 十 oo0, 那 么 当然 Ai (有 4) 二 
十 ce, 因此 

A+ A) 一 Dn 《人 


如 果 每 个 py; C4;) 之 十 0, 那么 任意 取 定 一 个 正 数 = 以 后 ,对 
每 个 ,存在 一 个 可 测 集 6.S4,, 使 
pr CA) < plB) 十 ay25 
因此 
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Dp A) DB) ta= pl 2 B) ta (A) ta. 


这 表示 
人 > (A) EE pr A). 


男 一 方面 ， 
pr (4)》 一 sup pK(B) 一 sup > p(BNM A EE Sp (A,), 
| 硬 日 三 下; i 


所 以 (4) 一 2 (A;}. 因此 上 是 绝对 可 加 的 . 


同样 ,上 也 是 绝对 可 加 的 ， 

为 简便 起 见 ,如果 4 相对 于 测度 yg 可 测 并 且 上 (47 一 0 就 称 
4 是 一 个 负 人 入, 如 果 上 54) 一 0 就 称 4 是 一 个 正 集 . 

引 理 2 假定 产 是 一 个 测度 ,4 是 一 个 可 测 集 ,那么 4 有 正 子 
集 4 及 负 子 集 4", 使 

PK4 一 FI， 人 一 一 HA(4). 

证 明 ”只 证 明 4 存在 ,4 存在 可 以 同样 证 明 . 

取 一 列 严格 增加 的 实数 {& 收 请 于 gi tA). 对 每 个 正 整 数 
ms 所 4 有 于 集 及 ,使 

RT A Ek ). 
假定 A, 是 正 集 , 那 么 就 把 这 A 记 作 A45, 假定 A 不 是 正 集 , 那 么 
任意 取 一 个 正 数 户 二 PP- (4 于 是 A 有 一 个 子 集 5S,, 使 
— FCA) 1) < 一 看， 
期 果 4。s, 是 正 集 , 那 么 把 4。\51 记 作 4s, 否则 取 任 意 一 个 正 数 
ho (duwNS 于 是 4.NSi 有 一 个 子 集 9, 使 
一 疡 《du EAI) Oo hy, 
如 果 Au iS1NS? 是 正 集 ,那么 把 4.\S1\S; 记 作 A, 否则 取 任 意 一 
个 正 数 训 二 pg_ CAnN51NSz). 于 是 A 和 S15 有 一 个 子 集 $; 使 
— pA NN 二 AS) < — hs, 
这 样 进行 下 去 ,或 者 得 到 A 的 一 个 正 于 集 4 一 A%NS1N\ 和 5.; 或 
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者 得 到 4- 的 一 列 两 两 不 相交 的 子 集 {S,) , 那 就 令 44 = A JS,， 
可 以 证 明 A 是 正 集 . 
要 证 明 这 事实 ,由 定理 1. 1.4, 只 要 证 明 limp_{ A\ (JS,) - : 


0 就 行 了 . 假如 这 等 式 不 成 立 ,那么 Bi5 x (4 US) > 0. 于 是 
可 以 选择 前 面 的 己 , 使 lim 必 > 0, 因此 会 得 到 


& < pAm) = PK45) Tp{ (1s) < pd) 一 > 一， 
1 一 | f=] FE 


这 是 不 可 能 的 . . 
这 样 得 到 的 正 子 集 4; 仍旧 满足 
ks < pAL) 二 PC4)， 

因为 g(t4) 守 pt A ). 


最 后 , 令 41 二 [A4, 那么 41 当然 是 正 集 并 且 对 任何 一 个 


pH) FAD) PA) > ko,. 
令 一 op, 就 得 到 ptA)=p (A)， 
定理 1.1.5 任何 一 个 测度 py 可 以 表 东 为 两 个 正 测度 的 差 ， 
特别 是 可 以 表示 为 
A 二 Hr A ‘1, 1. 35) 
证 明 由 引 理 2 和 定理 1.1.3 知道 对 任何 一 个 可 测 集 4， 
+( 有 A 上 及 Pd) 不 会 都 是 十 ce, 因 此 ,同一 上 广 有 意义 ， 
任意 取 一 个 可 测 集 4 及 它 的 一 个 子 集 B, 那 么 
HAD = pCB) TF pAN\DD SE BB) + pr (A), 
LA) = BT pCAN\B) p(B) — pp_(A), 
在 上 一 个 不 等 式 中 取 8B, 使 yg(8) 任 意 接近 于 一 x_ (iA), 在 下 一 个 
不 等 式 中 取 BB, 使 ytB) 任 音 接 近 于 x, (4). 那么 得 到 
pA A) EA Ep A) — ppd). 


所 以 ,zs 一 pr 一 Ap， 1 

定理 1.1.5 中 的 上 ,1.5) 称 为 测度 yg 的 Jordan 分解. 当然 , 假 
定 v 是 一 个 正 测度 ,与 & 在 同一 个 a 环 惠 上 土 定 义 , 并 且 对 尾 何 AE 
鲁 ,vCA) 二 十 oo0; 那 之 

xs 二 (二 DD 一 (二. 

由 于 ps 一” 及 六 十 ?也 是 两 个 正 测 度 , 因 此 jordan 分 解 并 不 是 分 
和 解 成 凋 个 正 测 度 差 的 唯一 的 办 法 . 

还 可 以 证 明 

定理 1.16 假定 产 是 一 个 测度 ,在 一 个 由 空间 七 的 子 集 构 
成 的 o 环 土 定义 ,那么 了 苹 =AUB, 这 里 4 的 可 测 子 集 都 是 正和 集 ,B 
的 可 测 子 集 都 是 负 集 . 

证 明 由 定理 1. 1.3, 不 妨 假定 对 所 有 的 可 测 集 二 .一品 一 
EE) 之 十 00 成 证 ， 

把 jg 在 所 有 负 集 里 分 布 的 质量 的 下 确 界 记 作 , 那 么 存在 一 
列 负 集 tE.} ,使 

lim pa(E,) 一 已. 
令 互 = UE,, 那么 互 是 负 集 , 我 们 证明 A==R\B 的 性 何 可 测 子 
集 是 正 集 . 假如 不 然 , 那 么 存在 可 测 集 ECSA 使 jx(E)<<0. 由 引 理 
2, 天 有 负 子 集 本 ,使 CE) 一 一 所 (入 p(B)<0. 这 样 一 米 ,BU 
E" 是 一 个 负 集 . 可 是 
(五 UU ED 一 CB) 十 ACE < p(B) = 2, 

这 是 不 可 能 的 . 因此 ,A 的 任何 可 测 子 集 都 是 正 集 . | 

定理 1.1.6 里 的 了 =4UB 称 为 苹 相 对 于 的 Hahn 分 解 . 

村 题 


1， 假 定 虽 是 一 个 6。 环 ,EE Bm 一 1,2,…), 那 么 门 E EE 


2， 证 明 直 线 上 的 Lebesgue 可 测 集 (包括 测度 是 十 ce 的 集 ) 全 
体 构 成 g 环 . 
3. 假定 是 一 个 正 测度 ,{E,} 蚌 一 列 可 测 集 ,那么 
pt UE,) < 2 PE) 
4. 假定 是 一 个 正 测度 ,{E。! 是 一 列 可 测 集 , 令 
lim E, 一 广 UE,, 


而 


证人] 测 到 且 

Ce | 
limE, = () (|E,, 
Heo 点 一 1 村 二 于 


那么 fmE, 及 limE 可 测 , 并 且 


A limE.) < limp(E,). 


特别 , 当 A UE.) 一 十 oo 的 时 候 ， 
A limE,.) > lim a E.). 
又 如 果 limE。 一 JimnE。, 那么 这 相同 的 点 集 记 作 lim 万-. 证 
明 ,对 任意 测度 (不 -- 定 是 正 测度 ), 只 要 {E。} 可 测 ,lim 存在， 


并 且 | wz UE., | 过 十 ee， 那么 
limptE,) = pl limE,). 
说 明定 理 1.1, 4 是 这 个 事实 的 特殊 情形 . 


31.2 积 分 


以 后 凡是 实 函 孝 都 可 以 取 十 < 或 者 一 <, 或 者 任何 一 个 实数 
当 函 数值 ,除非 有 另外 的 声明 . 
假定 是 一 个 正 测度 ,A(P) 是 定义 在 一 个 可 测 集 玉 里 的 实 请 
数 . 如 果 对 任何 实数 a,{P1/CP)>>a} 可 测 , 那 么 说 可 测 (相对 于 
10 
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正 像 Lebesgue 测度 及 Lebesgue 积分 是 紧 紧 相连 的 概念 ,我 
们 前 一 节 所 定义 的 这 种 大 大 推广 了 的 测度 概念 也 有 相应 的 一 般 的 
积分 概念 ,而 且 Lebesgue 积分 理论 上 毫 无 困难 地 就 可 以 推广 到 这 种 
一 般 的 积分 上 来 . 我 们 扼要 地 说 明 如 下 ， 

定义 ”假定 上 是 一 个 正 测度 ,上 是 一 个 在 可 测 集 豆 里 定义 的 
非 贷 的 可 测 实 薄 数 ,那么 


sup Dj vple) {1.2.1) 
i=1 


叫做 了 关于 的 积分 ,这 里 每 个 6 是 可 测 集 , je 一世 , 当 i 关 j 时 
6 门 6 = Gv 一 inf/(P), 而 sup 是 关于 所 有 的 正 整数 mw 及 所 有 
可 能 的 可 测 集 组 e,,-… ,en 取 的 . 
关于 的 积分 记 作 
| fePydncer) 或 者 | /dn C1. 2. 2) 
假定 不 致 于 引起 误会 的 话 ; 为 简单 一 点 有 时 玉 也 不 注 明 了 . 
当 产 是 一 般 的 { 不 一 定 是 正 的 ) 测 度 ,三 是 可 测 的 实 函 数 时 ,我 
们 令 
FPY = sup(f (PY,0) 0, 
fF_(P)Y = in{(f (Py,0) 0, 
那 必 二 了 一/_. 于 是 定义 关于 的 积分 是 
| 一 | 六 dp 一 | 六 dp- 一 | qdAs 十 | dp ， 
假定 等 号 右边 不 同时 出 现 十 co 及 -一 cc 的 活 . 
当 au 过 十 oo 时 ,我 们 说 f 关 于 4 在 E 上 可 积分 ,或 4 可 


积分 ， 
例 1 假定 er, 是 空间 元 里 在 P, 点 的 一 个 单位 质点 ,了 是 在 
XX 里 定义 的 一 个 任意 的 非 负 的 实 函 数 , 那 么 由 于 sp 的 特点 ,XX 的 
1 


任何 子 集 可 测 , 因 此 了 也 可 测 . 


假定 a,…,en 是 互 不 相交 的 可 测 集 并 且 [je; = X. 不 妨 假定 
Pute ,那么 


visr, Ce:) 一 witp (el) 二 vi 所 FCPo). 
因此 
| as < (Po 
但 是 另 一 方面 , 取 2] 一 1 ,那么 v7P,) *“ 因 此 
| faes, > AP 
因此 
| ae = fF(P,). (C1. 2.3) 
可 以 证 明 , 了 不 是 非 负 的 时 候 也 一 样 . 
这 倒 子 说 明 :一 个 函数 在 一 点 Po 取 值 是 对 这 个 函数 的 一 个 积 
分 运算 . 从 这 里 可 以 看 出 在 一 般 的 测度 概念 上 建立 起 来 的 积分 概 
念 的 广泛 性 . 
为 了 获得 关于 积分 的 更 多 的 认识 ,我们 给 出 下 面 的 -- 些 定理 . 
定理 1,2,.1 假定 /CP) 及 g(P) 是 两 个 可 测 函 数 ,a 及 5 是 两 
个 实 常 数 , 那 么 [CP)|,af (Py 十 bg(P) 及 fCPyg(Py 都 可 测 . 
证 明 由 可 测 的 定义 就 可 以 证 明 ， 1 
定理 1.2.2 假定 { 广 (2)} 是 一 列 可 测 函 数 ,那么 supf,《P)， 
in{ff,CP), mf (P) 及 limf.(P) 都 可 测 . 
证 明 天 为 对 任何 实 常数 c， 
{Plsupf,(P) > ec}= UD PIA(P) > 0}. 
{PCP 之 c} 是 可 测 和 集 , 所 以 由 {PLACP) > c} 是 可 测 集 ,因此 
supfn(P) 可 测 . 由 于 inff,(P) 一 一 sup( 一 fA《P)), 所 以 inff,(P) 
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也 可 测 ， 

因 为 

Hm/f.P) = limt supfi(P)) = inf( supfi(P)), 
limf.(P) =— fim(— f.(P)), 

所 以 也 都 是 可 测 的 . | 

引 理 1 假定 gx 基 一 个 测度 ,{f,4P)} 是 定义 在 一 个 可 测 集 上 
上 的 一 列 有 限 可 测 晴 数 , 在 请 上 收 合 于 一 个 有 限 可 测 画 数 ft 记 ). 
再 假定 gCE) 有 限 , 那 么 对 任何 两 个 正 数 8 和 6, 存在 一 个 正 整 数 
N 及 一 个 可 测 集 吾 , | 4( 太 ) | 过 <5, 使 下 面 式 子 对 每 个 正 整 数 六 
及 每 一 点 PEE\H 成 立 ， 

[FP — OP)| < ee. 


证 明 令 
Es= {PIIAP)— HD | < nm 


上 


— 门 tPlAcP) -AP < 


如一 村 外 


其 中 四 =0,1,…, 那 么 E, 是 可 测 集 ,而 且 EE 三 …, UR = 
五 ， 所 以 
AR 五》 一 lim pl En). 

因此 存在 一 个 正 整数 NN, 使 |aCE) 一 p(BEv)|= |pCENEw) | 之 5. 取 
开 一 上 NEw, 就 符合 引 理 的 要 求 . 蝇 

假定 & 是 一 个 正 测度 ,E 是 一 个 点 集 , 互 三 号 ,A( 五 ) 一 0, 点 集 
五 就 称 为 相对 于 w 的 零 集 .如 果 某 一 个 事实 对 每 一 点 PEEN\H 
成 立 , 就 说 这 事实 在 忆 上 相对 于 上 几乎 处 处 成 立 . 

定理 1. 2. 3(Egoroff 定理 ) 假定 4 是 一 个 正 测度 ,五 是 一 个 
可 测 集 ,mw( 瑟 ?有 限 . 再 假定 { 六 CCP2) 是 一 列 有 限 可 测 亢 数 ,在 所 上 
相对 于 mr 几乎 处 处 政和 仇 于 一 个 有 限 可 测 范 数 FP) ,那么 对 任何 
一 个 正 数 ea, 存在 … 个 点 集 SEE,A09) 守 (BE) 一 a; 而 1f,(P)}) 在 
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S 上 一 致 收敛 于 A(P)， 

证 明 ”由 前 面 的 引 理 ,对 每 一 个 正 数 a 及 每 一 个 正 整 数 关 , 仓 
在 一 个 集合 吾 ; 守 ExCH,) <a/2”. 还 存在 一 个 正 整 数 NN, ,使 当 ” 
>N,..PEE\H, 时 ， 


[APY 一 ArCP)| < 六 
取 5 = ENUE 那 么 [PCP)) 在 8 上 一 致 收敛 ,而 且 


pz 本 ) 一 AKCS) 委 ZI Ea, | 


一 个 定义 在 点 集 豆 上 的 函数 A 也) 如 末 只 取 到 有 限 个 不 同 的 
数值 包 ,… vo, 那么 说 它 是 玉 上 的 一 个 简单 范 数 , 假定 {P|fF(P) 
二 四) 一 下; 二 1:2,-… ym), 那么 就 把 ALP) 写 成 人 P)= 人 vo; EEE"; 
va ,Ea}. 简单 联 数 是 证 明 积分 的 一 些 基本 性 质 的 重要 工具 . 

定理 1.2.4 一 个 在 点 集 上 非 负 的 可 测 消 数 A(P) 是 E 上 
一 列 单调 不 减 的 非 负 简单 函数 17.(P)} 的 极限 ， 

证 明 取 下 列 f,(P) 就 可 以 了 : 


| i—1 ; 
二 一， 当 Pe (P| 去 < AP) << 云 |， 


f.(P}) 一 ] i 2 


n, PE {PII(P} 之 下 | 
定理 1.2.5 假定 产 是 一 个 测度 ,g 一 {o ;Bl svnr 忆 .1 是 版 
集 E=Ek, Ue UE. 上 的 一 个 简单 图 数 , 这 里 五 ;他 一 1.2， 2) 都 
是 可 测 集 ,那么 


| eax 一 >， watE.). 
: 这 1 


证 明 不 妨 假 定 gO p20. 再 假定 i 是 任意 一 组 
互 不 重 迁 的 可 测 集 ,X 二 U 玉 ,二 琴 , 那 必 当 吾 ; 门 环 ; 天 阁 的 时 候 ， 
全 


wi 一 inf g < 对， 
PER, 
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所 以 
Py, ) = > cm 门 X) 


< DDoncs NX,) = DplE,), | 


5| 理 2 假定 是 一 个 正 测度 ,{ ig.(P)} 是 点 集 E 上 一 列 单调 
不 减 的 非 负 的 简单 可 测 函 数 , 收 和 伍 于 函数 &CP) :那么 


lim | gCP)de 一 | scPydr (1. 2. 4) 


证 明 先 假 定 六 过 ?< 十 cc， 
由 定理 1. 2,2,g(P) 可 测 , 非 货 , 而 且 由 假设 ， 


tim | scPan < | san (1, 2. 5) 


另外 一 方面 ,假定 成,…,E, 是 一 组 互 不 重 迭 的 可 测 集 ， UE 
一 五 ,而 且 令 um 一 inf g¢P) 时 ,有 过 v2 定 交 
vt) 一 {vw 下 1 和 
那么 g(tP) 守 wvCP), 根据 引 理 1, 对 于 任何 正 数 < 和 人 ,存在 一 个 正 
整数 mm 廊 可 测 集 态 Ca( 晶 )< 介 ,使 当 mm,;PEENH 时 ， 
g(P) pg (PI gCP)— Ee 
uP) &, 
因此 


| 可 mA | gn CPdr | vePyde — | sede 
E a E\H a 
这 J vdx — wat) 一 SEA 


> PvE) 一 ev, — eu(E\H). 
1 一 | 
所 以 


-一 一 


lim | gn Pd 3 DvinlE), 
mene 1 一 1 
因此 
lim | gatPydp ~ | scCP)du (1. 2, 6) 


出 民 . 2.5) 及 (1. 2,56) 得 到 41. 2. 4)， 

2(E)= 十 2 的 情 损 请 读者 自己 证 明 . 1 

由 引 理 1 和 2, 可 以 利用 简单 函数 的 积分 的 一 些 性 质 来 证 明 
一 般 函 数 的 积分 具有 同样 的 性 质 . 对 于 简单 函数 ,这 些 性 质 可 以 由 
定理 1. 2. 5 直接 推出 . 于 是 得 到 

定理 1.2.6 假定 :是 一 个 正 测度 ,E 是 可 测 集 ,了 (PP) 及 
&(P) 这 两 个 函数 在 五 上 关于 可 积分 ,那么 


| (aftP) + bg(PY dy = a | flPYdr 十 本 | gtPydp 
五 下 E 


这 里 = 及 5 是 两 个 常数 . 又 假定 A(P) 在 可 测 集 下 上 可 积分 ,而 
ENMNF) 二 0, 那 么 


| fa = | fp + | Pan 
ELF 五 百 


定理 12.7 假 定 是 一 个 正 测度 . 

(1) 如 果 plE) 二 0, 那么 任何 一 个 可 浏 函数 在 EE 上 关于 的 
积分 等 于 0， 

《2) 假定 两 个 pg 可 积分 通 数 fA(P) 及 g(P) 在 一 个 可 测 集 五 
上 于 相对 于 gg 几乎 处 处 相等 ,那么 它们 关于 & 的 积分 相等 . 假定 几 
乎 处 处 有 A(P) 所 glP) ,那么 


| | g(Pydp 


证 明 (1) 由 积分 定义 就 知道 . (2) 是 (1) 及 定理 1. 2. 的 推 
论 ， | 
定理 1.2.8 假定 是 一 个 正 测度 :EE 是 一 个 可 测 集 ,ytE) 有 
限 , 再 假定 {gtP)} 是 一 列 可 积分 函数 ,在 下 里 一 致 收 鳃 于 
16 


OO 人 CC 人 CC 人 GC 一- 


gL) ,那么 gCP}) 相 对 于 产 可 积分 ,并 且 
im | g (Pydu = | g(PYdp. 
nd E 


证 明 由 于 |gtP)- 一 gCP) | 有 界 可 测 , 所 以 可 积分 . 所 以 
gtP) 一 ga 也 ) 是 2 可 积分 的 . 由 此 ,g(P) 一 (gt(P) 一 gCP)) 十 
ga《 卫 ) 是 gz 可 积分 的 . 于 是 , 当 7 一 Ce 时 ， 


上 cpan 一 | gCPydn < 二 | lg 一 gtP}lde 
suplgtP) — g(t(Ple(E)>0. | 
所 它 下 


定理 1. 2. 9(Lebesgue 定理 ) 假定 是 一 个 正 测度 , {fC(P)} 
是 可 测 集 EE 上 一 列 单调 不 碱 的 非 贷 可 测 孙 数 , 收 傅 于 A(P) ,那么 


lim | f.CPYdp ~ | PP?du 
证 明 因为 对 任何 正 整 数 x， 
| fas > | man 
所 以 
Lan tn 


数 {gCP)} 收 合 于 大. 不妨 假定 上 和 gti Cx 二 1,2,…), 那 乏 能 委 
pT 二 二 1 二 2,-…). 于 是 
(Py) 一 limg(P) & limgt(P) SE AP). 

令 woo, 得 limgt(P) = f(P). 于 是 由 引 理 2 得 定理 1.2.9.。 1 

定理 1. 2. 10(Fatou 引 理 ) 假定 pz 是 一 个 正 测度 ,E 是 可 测 
集 . 再 假定 {CP)} 是 玉 上 一 列 可 测 的 非 负 质数 ,那么 

| limf,(Pydp < tim | ACP)dw 
证 明 ”因为 
lim/f,(P) = lim( inff,(P)), 
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所 以 由 定理 1. 2. 9 得 到 
| imACPydx= lim | inf 大 (Pd 


< im | rcPydun, | 
4 cm 


定理 1. 2. 11‘Lebesgue) 假定 产 是 一 个 正 测 度 ,五 是 可 测 
集 ,A(P) 是 在 上 可 积分 的 函数 . 再 假定 (六 (PP)} 是 一 列 可 测 
函数 ， [站 TB 之 中 (PDT 一 1 2 和 那 委 


lim | /dp > | limydn， 
mf < | /de 
此 外 ,如 果 {f,CP)} 又 收 钱 于 一 个 函数 /(P) ,那么 
lim | fd = | fan 
证 明 由 定理 1.2.10， 
lim | Ch + fdp > | (k++ limf,) dy 
lm | (4 — fdr > | 下 一 Limf,) dp. 
由 这 两 个 不 等 式 就 得 到 定理 1.2.11， 1 
习 是 
1 假定 和 是 一 个 测度 ,f 相对 于 yx 可 测 ,那么 了 相对 于 可 
积分 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 | 站 | 相对 于 & 可 积分 . 


2， 用 表示 直线 上 的 Lebesgue 测度 ,了 上 是 一 个 Lebesgue 可 
积分 函数 . 对 直线 上 每 个 Lebesgue 可 测 集 e 定 江 产 如 下 : 


Ate) 一 | fa2, 
那么 上 是 一 个 测度 ， 
3. 假定 上 是 一 个 正 测度 ,六 g 及 天 是 定义 在 同一 个 可 测 集 豆 
18 


上 的 可 测 吨 数 , 再 假定 ] 六 ”1E 及 |&1* 可 积分 ,这 里 p 半 1, 六 
1,178 十 1 一 1 ,那么 下 列 不 等 式 成 立 : Halder 不 等 式 


Pear [| Fan (| lalrap) “, 
Minkowski 不 等 式 
(f+alrda) < {fan) + {| ebay) 
什么 时 候 等 号 成 立 ? 
提示 先 假 定 | yd > o | lgl'dx >>0. 令 a= 


A | aa 2, b= alf (| |g ldp) ,= a fb, 然后 
由 不 等 式 基 / 关 十 六 78 裕 1, 证 明 Halder 不 等 式 . 


3 1.3 不 定 积分 及 绝对 连续 测度 


前 两 节 已 经 在 一 般 的 点 集 及 测度 的 概念 上 得 到 了 积分 概念 及 
它 的 基本 性 质 , 这 表示 古典 的 Lebesgue 积分 理论 完全 可 以 在 更 广 
泛 的 基础 上 建立 . 不 过 前 面 所 推广 的 还 只 限于 “ 定 积分 ?的 理论 ,这 
一 节 要 推广 古典 的 关于 不 定 积分 的 理论 . 

也 像 Lebesgue 理论 一 样 ,关键 性 的 概念 是 * 纵 对 连续 性 ””. 

定 尺 1 假定 及 vv 是 在 同一 个 o 环 硬 上 定义 的 测度 ,对 任 
何 使 | 关 lke= 一 Pre 十 PCe) 一 0 成 立 的 eE 贡 ,都 有 ve? 一 0 成立， 
那么 说 > 关于 上 绝对 连续 ， 

[mlke) 一 pre 十 pe) 称 作 e 里 的 绝对 质量 或 者 wk 在 * 里 的 
全 变 差 

由 $1,1 鸭 Hahn 分 解 ( 或 者 81.1 引 理 2) 知 道 s 绝对 连续 跟 
v4+ 太 v- 都 绝对 连续 是 等 价 的 ,也 跟 |y| 绝 对 连续 等 价 . 

定义 2to 有 限 〉 人 慨 定 在 一 个 测度 jg 下 ,一 个 可 测 集 。 是 可 列 
个 物 对 质量 有 限 的 可 测 子 集 的 和 集 , 那 么 说 e. 或 者 说 e 里 的 质量 、 
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或 者 e 的 测度 是 有限 的 (相对 于 j). 如 果 在 测度 x 下 ;任何 一 个 
可 测 集 是 so 有 限 的 ,那么 说 4 是 so 有限 的 . 

如 条 惠 是 由 空间 义 的 于 集 组 成 的 o 环 ;了 EB, 那 么 在 别 定 
广 的 一 个 #9 有限 的 测度 称 作 是 总 质量 oz 有 限 的 (简称 总 z 有限 
的 )， 

35] 理 1 假定 上 及 "是 总 质量 有 限 的 正 测 度 ,” 不 是 鹤 测 度 ,> 
关于 绝对 连续 ,那么 存在 一 个 正 数 c 及 一 个 可 测 集 4 ,使 4) 
0 并 有 人 一 cp (A)=0, 


证 明 相对 于 测度 2 一 二 一 1 2 作 Habun 分 解 友 一 
A.UB,. 令 


0 YB) SC Tu(Bo) Cn 一 1,2,."*)，, 


得 到 ytBo}==0. 所 以 (40 和 由 > 的 绝对 连续 性 得 到 (A,) 沁 
0. 因此 ,至 少 存 在 一 个 使 jCA4,) 半 0. 就 取 c=1/n,A==A, 好 J. | 
现在 可 以 证 明 类 似 于 古典 的 微 积 分 基本 定理 的 下 述 年 理 . 
定理 1.3. 1CRadon-Nikodym) 假定 是 一 个 总 质量 so 有限 
的 正 测度 ,是 一 个 总 质量 " 有 限 的 测度 ,那么 "关于 绝对 连续 
的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 存在 一 个 有 限 的 可 测 浮 数 上司 对 任何 
可 测 集 瑟 C 买 ， 


v(E) 一 | an 
f 在 几乎 处 处 相等 (相对 于 各 的 意义 下 是 唯一 的 . 


证 明 ”充分 性 是 显然 的 ,只 证 明 必 要 性 . 由 于 = 有 限 性 的 定 
义 ,不 妨 假 定 x 及 vv 都 是 总 质量 有 限 的 正 测度 . 


中 满足 这 条件 的 s 环 也 是 # 代数 ， 
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必 


『 


了 是 上 可 积 畏 数 ,并 且 对 于 任何 ] 
$=/ WE, av | 


b= 9 J fa 
那么 存在 一 列 f,€ 4 使 lim | f.dx 一 5. 现在 令 

fo 一 SuP .Py. 
那么 | Pdu 3 六 可 是 大 E 4, 所 以 | fodp 二 如. 所 是 可 积分 的 ( 相 
对 于 上 ,所 以 存在 一 个 有 限 的 可 积分 函数 上 几乎 处 处 等 于 /。( 相 


对 于 pg). 
定义 一 个 测度 如 下 :对 任何 可 测 集 五 ， 


wlE) = v(E) 一 | dm 
只 要 证 明 mw 是 零 测 度 就 行 了 . 事实 上 ,wm 当然 是 正 测 度 . 如 果 不 是 
0 并 且 对 任何 可 测 集 五 ， 
AAEN A EHENA=AENA)— | fan 
令 g=fera ;这 里 Xa 表示 | 的 特征 画 数 , 即 


(P) = 上 和 
Xa -| 已 志 4， 
那么 对 任何 可 测 集 EE， 
| sa- | fax + cENMA) 
<| fd + rv(E NA) SuE). 
因此 ,gE4. 和 但 是 另外 一 方面 
| .gdp = | fdp teen(A) > 所 
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这 是 矛盾 的 .1 
定理 1.3.1 里 的 下 
太一 了 OY 
da 
这 种 导数 显然 服从 通常 的 规律 ,例如 假定 vv 十 ;py 都 是 总 硬 
证 有限 的 测度 ,wm 六 0 及 关于 py 纵 对 连续 ,那么 下 列 式 子 相 
对 于 pz 几乎 处 处 成 下 ; 
diy, + wa) Gy) 二 中 
dp die dr 
此 外 还 有 
定理 1.3.2 假定 4 及 £& 都 是 总 质量 ao 有限 的 正 测度 ,并 且 
关于 4 绝对 连续 ,又 假定 ”是 关于 上 绝对 连续 的 总 质量 zc 有 限 的 
测度 ,那么 下 列 式 子 相 对 于 4 几乎 处 处 成 立 : 
dv dy dpe 


di dx da 
证 明 ”不 妨 假 定 » 也 是 正 测度 ,于 是 
d 
J. 一 了 让 —B 
都 可 以 假定 是 非 负 的 . 本 号 可以 和 -~ 列 单调 增加 的 非 负 可 测 简 症 
函数 { 六 ) 收 和合 于 捕手 是 对 任何 可 测 集 五 ， 
lim | fd 一 | an 
(1.3.1) 
lim A £dA 一 | 


mo 


因为 f 是 可 测 集 的 特征 函数 的 线性 组 合 ,而 对 每 个 可 测 集 天 的 
特征 图 数 入， 


jx: dy = g(tE NF) = | eda | xd 
所 以 得 到 
J /dn 一 | 《1. 3. 2) 
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出 人 .3, 1 及 (1 3.2) 得 到 
| /fan= | fod 1 
定理 1. 3.2 也 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
定理 1.3.2 假定 4 太 4 是 总 质量 s 有 限 的 正 测度 ,x 关于 4 
绝对 连续 ,/ 是 有 限 可 测 函 数 并 且 对 任何 可 测 集 记 ,| /dx 不 是 
一 一 0, 那么 


| an= | /和 


证 明 对 任何 可 测 集 E, 定 义 v(E) 一 | Adam 由 定理 1.3. 1,w 
关于 g 绝 对 连续 . 所 以 由 定理 1. 3. 2 得 到 定理 1.3.2， | 


§1.4 乘积 测度 及 Fubini 定理 


现在 考虑 在 一 般 的 积分 概念 下 的 二 重 积分 的 次 序 交 换 的 间 
题 ,好 Pubini 定理 的 锥 广 问 题 . 当然 先 得 说 清楚 一 些 有 关 的 基本 

假定 下 和 YY 是 两 个 点 集 . 由 任何 一 点 PE 到 各 任何 一 点 QE 
Y 组 成 的 点 对 CP,&) 的 全 体 叫 和 做 基 及 YY 的 Descartes 情 积 或 者 简 
称 乘 积 , 记 作 苹 xY. 取 这 个 和 名字 是 由 于 平面 解析 几何 学 中 的 
Descartes 坐标 法 , 不 难看 到 ,这 种 坐标 法 实质 上 就 是 把 平面 看 成 
两 条 坐标 轴 的 乘积 . 

假定 4 乞 瑟 ,BEY ,那么 AXB 称 为 卫 XY 的 子 葬 积 集 . 六 XY 
的 子 集 不 一 定 是 子 乘 积 集 ， 

假定 ESSXXY, 那 么 对 固定 的 PE 站 ,我 们 把 和 Q| (总 ) 和 五) 
叫 微 下 的 一 个 瑟 截 , 记 为 &r. 当然 ,Er 三 Y, 另外 ,对 固定 的 QE 
7 把 {PICP,QYEE} 岂 做 到 的 一 个 了 截 , 记 为 9, 当然 ,EGSXX， 

我 们 把 包含 一 族 集 合 的 最 小 的 c 环 称 为 这 个 族 所 繁殖 的 a 
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环 , 它 实际 上 是 -一切 包含 这 一 族 集合 的 o 环 的 公共 部 分 ,因为 无 论 
有 限 个 或 者 无 限 个 5 环 的 公共 部 分 还 是 5 环 . 
现在 假定 鲁 和 更 分 别 是 由 天 和 YY 的 子 集 组 成 的 5 环 , 那 么 
由 所 有 的 4 各 盏 和 五 算 刘 的 乘积 4X 瑟 所 繁 殖 的 ae 环 记 为 盏 x 更 . 
引 理 1 假定 天 所 臣 X 区 ,那么 对 任何 PEX,@EY ,有 
Er 所 年 ， Etcesg. 《1. 4. 1) 
证 明 把 所 有 的 PEXX 及 QEY 满足 KrEYT 及 EB 的 点 
集 E( 叶 XXY) 的 全 体 记 作 有 ,那么 间 是 一 个 gz 环 .事实 上 ,如 果 玉 
ENFEN, 避 ZCE\F)p=Ep FEY, (EFE\F)= ENFAE GB, 
FEDQ. 此 外 ,如 果 玉 ,EE 人 tm 二 1,2,**) ,那么 
(Uj Er = (Er EY, 
(UE =U (FE, ES, 
所 以 (CUE) EN. 
其 次 ,如 果 AE 十 ,BE 名, 那么 AXBEDN, 拓 为 
(Ax B= BEY, (AxXB) = AES. (1,4.2) 
所 以 由 人 鲁 X 王 鸭 定 义 知 道 鲁 XX 多 三 ,也 就 是 任何 EEBx 
都 满 呈 Ep€E 汪 及 EB 这 两 个 性 质 . 上 
有 了 so 环 的 * 冬 积 ” 以 后 ,我 们 还 要 说 明 “ 冬 积 测度 ”的 概念 . 先 
证 明 两 个 引 理 . 
假定 4 是 空间 2 的 一 族 子 集 , 符 合 下 面 的 条 件 : 
《1) 如 果 AEA,BEA, 那 双 A\BEA; 
(2) 如 果 AEA,BEA, 那 么 AUBEA， 
就 说 4 是 由 Z 的 子 集 组 成 的 一 个 环 , 
称 作 环 当然 是 由 于 代数 的 习惯 , 关于 点 集 , 其 交集 与 和 集 一 向 
基 当 作 素 积 与 和 来 看 的 ,而 (1? 实 际 上 是 4\B8=4metB)Ea 的 
意思 , 可 以 看 到 ,e 环 是 把 C2) 所 规定 的 加 法 扩大 到 可 列 个 点 集 的 
如 法 后 得 到 的 概念. 所 以 ,o 环 是 环 的 特殊 情形 . 
引 理 2 假定 4 是 由 空间 2 的 子 集 组 成 的 环 ,8 蚌 Z 的 一 族 
子 集 ,有 下 面 的 性 质 : 
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13》 SA: 

《2) 如 果 全 -} 是 昌 中 一 个 单调 列 ,就 有 limE. 和 蝇 ， 
那么 4 所 党 殖 的 o 环 玉 己 稍 

证 明 十 文 凡是 说 一 族 点 集 台 有 性 质 (1) 或 (2 的 时 候 , 上 面 
(1) 或 (2) 的 条 文 里 的 全 应 该 相应 地 改作 中 来 理解 ， 

把 一 切 有 性 质 (1) 及 (2) 的 点 集 族 的 公共 部 分 记 作 和 @,, 那 么 我 
们 只 用 证 明 理 二 @@. 最 然 ,B8。 有 性 质 (1) 及 (2). 由 盏 的 定义 及 疗 ， 
的 性质 (1), 只 要 证 明 全 是 a 环 就 行 了 .再 由 人 @ 的 性 质 (2) ,我们 
就 只 用 证 明 ， 

(#) 如 果 EE FES, ,那么 EUFESB,E\FEGQ.. 

令 

.= {E|E € ,并且 对 任何 下 EA 都 有 EUFE 8}， 
那么 合 , 有 性 质 (1). 再 证 明 人 , 有 性 质 (2). 事实 上 ,假定 {E,} 是 一 
个 单调 列 ,并 且 EEB ,那么 由 如 | 的 定义 , {E, UF}C8,, 由 龟 ， 
的 性 质 {2) 知 道 

lim (E, Lj FY) € @,, 
即 FU limE, € Bo- 
因此 ,由 @. 的 定义 知道 lim 巨 。E 8,. 所 以 B, 有 性 质 (2). 由 @o 的 
极 小 性 ,全 守 人 @,. 但 是 由 名 的 定 疼 ;合生 .因此 ,一 98, 也 就 是 
说 ,如 果 EEEO,FEA, 那 么 EU FEG,. 

再 令 

,一 {EEE ,并 且 对 任何 FE 名 部 有 EUF EGG,}. 

由 前 一 段 的 结论 知道 4 己 B,, 即 8@, 有 性 质 民 ). 跟前 一 段 完全 同样 
可 以 看 到 @ 有 性 质 (2) ,因此 信守 GB,. 因此 8B, 一 8., 也 就 是 说 (x) 
结论 的 前 半 部 分 成 立 ， 

为 了 证 明 (#) 结 论 的 后 半 部 分 , 邻 

8, 一 {EI|E € 人 8, 并且 对 任何 FE 4 都 及 \E EE 8,)， 
那么 容易 看 到 @@ 有 性 质 人 1) ,也 可 以 证 明 @ 有 性 质 (2). 事实 上 ， 
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假定 iE 三 8; 是 一 个 单调 列 , 孝 和 认 由 昌 , 的 性 质 (2)、 
EF™, Lim 无。 一 jim CF\E,) 二 他 ,、 

于 是 lim&, € 上 加， 因此 ,8; 二 @.. 

类 和 位 地 ,可 以 依次 证 明 ， 

8, = {EIE EE ,并 且 对 任何 下 © 都 有 FE\F € ©B,!,， 

;== {EIE ECE 并且 对 任何 站 EE 全 都 有 六 FE 加 
都 等 于 B@,. 因此 ( 妆 结 论 的 后 半 部 分 成 立 ， | 

3 引 理 3 银 定 吾 及 妥 是 分 别 由 空间 大 及 了 的 子 集 所 组 成 的 
5 环 , 关 及 "是 分 别 在 下 及 更 上 定 习 的 oa 有 限 的 正 测 度 ,那么 对 低 
何 KEBXUT, 

(1) gCES) 及 v(tEn) 分 别 是 变动 点 @ 及 P 的 可 测 酒 数 ( 分 别 
相对 于 > 及 j); 

(2) | ecEe)dvteo) 一 | woyduker 


证 明 ” 先 假定 及 wv 都 是 总 质量 o 有 限 的 并 且 太 一 Ux.. 


Y 一 UY, 这 里 对 任何 二 ,p(X 之 一 ov 了,) < 十 co 这 时 候 
二 二 ] 


当然 不 妨 假 定 当 敬 隆 时 ,Xs 门 X 一 记 ,Yi 门 记 一 闻 . 今 
= IF|IF EX ,并 且 对 任何 正 整 数 上 及 识 ， 
一 天 人 门 CX XY,) 满足 (1),{2)}. 
由 于 药 | X7 XXXYi 两 两 不 相交 ,任何 一 个 点 集 FF 性 
XY 可 以 替 示 为 两 两 不 相交 的 集合 的 和 : 
F= (nN CX x Y,)). 
更 在 假定 天 生母 ,那么 上 面 等 号 右边 的 吕 后 面 每 个 点 集 都 满足 
(1) (2 因此 由 Lebesgue 收 分 定理 得 到 


| Padvleo= | IF N OX, x Fa) 70) deo) 


= 5 J aLF NN CX x YJ) dy(en) 
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3 | vr NN CKe x Fi) rdpucer) 
sl 


一 | weoodelen) 


所 以 只 要 证 明 鲁 之 理 关 生 , 那 么 (1), 2 对 所 有 五 持 宙 多 灾 成立、 

令 总 表示 所 有 的 有 限 个 4AxB 的 和 和 集 的 全 体 , 这 里 4AEE 硬 ,8 
E 罗 .那么 3 是 一 个 环 . 所 以 由 引 理 2, 只 要 证 阴 轧 有 引 理 2 中 性 
质 (1) 及 52) 就 行 了 .根据 关于 积分 的 Lebesgue 收 部 定理 就 可 以 得 
到 性 质 (2), 性 质 (1) 也 容易 看 到 ,全 为 对 任何 4xBEA, 如 果 令 

FE=(AxXx BN XY = CANA) Xx (BNY,), 
那么 Er 二 B 门 YA 二 A Xi 于 是 (1) 及 (2) 成 祥 ， 

一 般 地 ,jy 及 vv 只 是 sc 有限 的 时 候 , 对 每 一 个 EBX 亚 存在 
一 个 玉 x 六 E46 使 XX'XxY' 刁 EE. 事实 上 , 今 
B = {EIE E BX WV,¥f 上 存在 X’ XY OE,X ED,Y' EY}, 
那么 日 , 满足 引 理 2 的 性 质 人 1) ,52) ,所 以 全 二 Bx. 

由 于 苹 ' 及 六 的 总 夺 量 :分别 租 对 于 pg 及 四 是 有 限 和 的, 前面 
基于 总 质量 c 有 限 的 情形 的 讨论 对 它们 适用 . 于 是 对 任何 一 个 五 
所 中 久 于,(1) 及 (2) 成 立 ， 和 

由 ,4.2), 对 玉 EBX 倪 , 令 

A X v(E) 一 | nCE ydy(ev) = | vEpjdntler). (1. 4. 3) 
xXy 定 六 了 BX 于 上 的 一 个 测度 ,中 做 产 及 > 的 散 积 测度 . 

可 以 看 到 ,zxy 也 是 so 有限 的 .因为 任何 一 个 上 EBX 罗 是 -一 
个 区 ' XY 的 子 集 ,这 里 芭 ' 忆 帮 ,/Y'E 殉 ,及 ' 及 Y' 里 的 总 质量 (分 别 


相对 于 及 小 是 。 有 限 的 ,所 以 X 二 汉 ，Y' = 到 ,而 
ECX) 二) 二 com = 1,2,-.. 于 是 ~ 

E={\ jEN CX: x YY)), 
而 由 (1. 4. 3)， ~” 


XVIENM HR xX YS EX vAR: XY,) 
| 27 


= XY < 00. 
现在 可 以 建立 Fubini 定理 的 推广 ， 
定理 1.4.1 条 件 同 引 理 3. 假定 大 是 在 瑟 XFY 上 定 立 的 非 负 
可 测 图 数 , 那 么 
| sade x w= { (| hcP,QYduter)) dv(eo) 
" C1. 4. 4) 
= | | JacP,QYdvces) J ducer). 
证 明 ”由 于 是 一 列 单 调 增 加 的 非 贡 .可 测 简 单 函 数 的 极限 ， 
由 Lebesgue 收敛 定理 ,我 们 内 要 证 明 ; 当 点 是 非 负 、 本 的 全 年 国 


数 时 , (1. 4. 4) 成 立 . 一 个 可 测 的 简单 函数 可 以 表示 作 > 这 


EE} 是 两 两 不 相交 的 可 测 集 ,而 Xs 是 E; 的 特征 函数 , 忆 是 党 
丽 计 有 1 要 证 明 : 当 玉 是 XN 时 ;EEEBX 亚 , (1. 4.4) 成 立 , 但 这 是 
三 然 的 ,因为 这 时 候 ,(1.4.4) 式 第 一 个 等 号 左边 成 为 


| xdce X= pg X WHE), 
而 第 一 个 等 号 的 右边 是 


jazz 


第 二 个 等 号 的 右边 是 
| | xs,dv) dpcer) = | vBr)dpcer). 


因此 由 引 理 3 得 到 (1.4.4). 

定理 1,.4,1 虽然 只 谈 正 测度 及 非 负 的 可 测 上 函数 ,但 是 实际 上 
这 种 “ 非 负 ” 的 限制 是 没有 多 大 关系 的 ,因为 一 个 测度 总 是 两 个 正 
测度 的 差 , 一 个 可 测 函 数 总 是 两 个 非 负 的 可 测 隔 数 的 差 . 为 了 应 用 
方便 ,我 们 把 一 般 情况 下 的 结论 写成 下 面 的 定理 1. 4. 1". 

假定 更 及 蝎 是 分 别 由 空间 总 及 Y 的 子 集 所 组 成 的 o 环 .yp 上 及 
y 是 分 别 在 全 及 更 上 定义 的 go 有 限 的 测度 ,那么 把 及 v 的 彝 积 
测度 定义 为 
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dvtea) = | aC Ee ydvCea) ， 


下 一 
定理 1.4.1 假定 囊 及 更 是 分 别 由 空间 蕊 及 了 的 子 集 所 组 
成 的 r 环 ,请 及 "是 分 别 在 更 及 更 上 定 文 的 总 质量 有限 的 测度 ， 


是 XY 里 定义 的 可 测 函数 ,而 且 | ， Apd(w X v) 有 意义 (等 于 
实数 或 无 限 ) ,那么 
| dp X +)= | | (P,Q)dnutery | dv(ea) 


_ | acP,Q) de) dpcer). C1, 4. 4') 


定理 1. 4,1 或 1,4,1' 当然 是 形式 非常 一 般 的 Fubini 定理 ,但 
是 应 注意 ,这 还 不 够 包含 关于 二 重 Lebesgue 积分 的 情形 的 古典 的 
成 果 . 因为 ,如 果 把 通常 Oxy 平面 上 的 Lebesgue 可 测 集 全 体 记 作 
ws: 叉 把 x 轴 及 yy 轴 上 的 Lebesgue 可 测 集 全 体 记 作 ,及 5,， 
那么 
,BP XH,. 
理由 小 一 节 可 以 看 到 . 这 表示 对 这 种 特殊 情形 ,定理 1. 4.1 或 定理 
1. 4. 1' 比 古典 的 Fubini 定理 弱 . 不 过 这 弱点 不 难 克 服 , 我 们 说 明 
如 下 : 
引 理 4 假定 kx 是 5 环 吓 上 定义 的 正 测度 , 今 
一 {EUN|IEE 人 PD 而 N 是 相对 于 的 零 集 的 子 集 }， 
那么 外 是 一 个 = 环 , 称 作 更 相对 于 产 的 完备 化 ,如 末 定 交 
A(EU N= pA(E), ELUNES, 
那么 只 是 在 画 上 定义 的 正 测度 , 称 作 的 完备 化 ， 
证 明 假定 EUN;E 名 ,EB 而 Ni; 是 零 集 由 的 子 集 (一 1， 
2,…);, 那 么 
(EU NONCE, UN 一 (人 UN 站 CE NM CON,) 
= (EU NY) MN CCEDY 门 ECC4 LU Ca 
= EMCEED NN CA UN 
= (EN\E N\A) UN. 
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这 里 
N= NNN COED) NM (CCA2) UY (CANNG))) 
UU CEL MN COED MN CAs\ NG)) 

是 汰 上 集 的 子 集 ,而 EMBs A: EB 所 DCEU ND)\(EsU NN:) Ee. 

其 次 , UU) (EU ND 一 站 UE)U {UN,)E 惠 , 因 为 jE € 
BP, 而 【JN, 包含 在 可 列 个 零 集 的 和 集中 ,因此 也 包含 在 零 集 中 . 

这 证 明了 二 是 a 环 ， 

再 证 明 g 是 测度 . 首先 ,假定 

EljN,= E,WN,, 
那么 . 
FS = EU NVCE, UU Ns) 一 (Ed LN 
所 以 五 Eva 是 空 集 ,就 有 El\E: 是 零 集 . 由 此 ,CE 二 EN 
Es +pCE MNES gE NN END). 同样 ,wtE2)= pCE NN EY). 所 以 ， 
ACE UN) = ECB) = pAE (MN Es) = FE) = plEs UY N,). 
这 说 明 gg 那样 定义 是 合理 的 ， 

假定 EUN,G==1,2,…) 是 属于 呈 的 可 神 个 两 两 不 相交 的 点 
集 ,这 里 E,E 人 ,而 N'; 是 零 集 的 子 集 ,那么 

A Ui UN)I= EI UE U UN 
= 4 UE)= SAE) 一 PAE UN 

所 议 & 是 弧 对 可 加 的 ,因此 是 测度 ， |】 

定理 1. 4.2 假定 鱼 及 更 是 分 别 由 空间 所 及 了 的 子 集 组 成 
的 ec 环 ,* 及 "是 分 别 在 丕 及 更 上 定 祥 的 有限 的 正 测 魔 ,天 ( 尸 ， 
妨 ) 是 相对 于 #Xzy 可 测 的 非 负 画 数 ,那么 

[1 pC{@|CP, 包 ) 作 为 PP 的 函数 相对 于 gx 不 可 测 }) 一 0; 

(2) AP 和) 作为 外 的 范 数 相对 于 > 不 可 测 ) 一 0 


总 ag wy) 一 ||acp ,aancerydscea) 
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_ 由 Pearzcoodzceo) 


证 明 跟 证 明定 理 1.4.1 太 1.4.1 的 时 候 一 样 , 只 要 证 明 当 
是 任何 一 个 特征 函数 Xs (EE 到 二) 时 ,定理 成 立 . 假定 到 所 
BX 和 ,那么 EE 一 E'UN, 这 里 户 亿 硬 X 针 ,NN 是 一 个 相对 于 Xv 
的 零 集 4 的 子 集 . 不 妨 候 定 五 门 六 一 所, 于 是 

Ke = Ke + NX. 

现在 | Asyd ler) 二 上 疡 XX vcA4) 一 0 所 以 相对 平声 玫 乎 处 处 
zx 4r)》 一 0 也 就 是 至 多 除了 书 属 于 一 个 相对 于 产 的 零 集 外 ,4r> 是 
相对 于 v 的 零 集 . 因此 由 Np 局 As 知道 ,至 多 除了 了 属于 -一 个 相对 
于 g 的 零 集 外 ,Nb 是 相对 于 v 的 零 集 . 所 以 相对 于 pvCN5) 几乎 处 
处 等 于 0. 因此 


||xscP,Qndzcoodzcem= [| Qarcearces) 


= Nazcery = 0. 
雁 而 有 
xrcP ,Qasrcea dicer)= [jxe P,Q) di en) dncer) 
= paXED= Xx EF') 
=FRXHE)S= jxsa HX. 
同样 可 以 证 明 XtP,Q)= 二 Xe2CP) 作 为 P 的 函数 相对 于 廊 是 可 测 
的 ,至 多 除了 总 属于 一 个 相对 于 ”的 零 集 外 ,并 且 
[zce,endzcendzeoy = rd FX 1 
定理 1. 4.2 包含 了 前 面 提 到 的 关于 二 迁 Lebesgue 积分 的 
Fubini 定理 ， 
习 题 


1. 假定 £ 及 vv 是 两 个 oo 有限 的 测 庶 ,hCP,@) 相 对 于 px 可 
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测 ,那么 对 任何 固定 的 ,ACP,Q@) 作 为 @ 的 函数 相对 于 vv 可 测 , 同 
时 对 任何 固定 的 人 @,ACP,@) 作 为 P 的 消 数 相对 于 上 可 测 ， 

2， 假 定 y 及 vy 蚌 两 个 os。 有限 的 测度 ,ACP,Q@} 相 对 于 请 xm 可 
积分 ,那么 对 固定 的 已 ,AP 和 ?作为 息 的 范 数 相对 于 > 可 积 ,至 移 
除了 PP 属于 一 个 相对 于 jp 的 零 集 以 外 ,同时 把 记 ,Q 及 psv 都 相互 
对 调 了 来 说 也 一 样 ， 

3， 把 定理 1. 4, 2 推广 到 yg 及 vv 都 是 s 有 限 的 测度 的 情形 去 
{ 不 要 正 的 假设 )， 

4， 人 假定 pg 表示 Oxzry 平面 的 过 办 上 的 Lebesgue 测度 ,> 表示 
在 y 轴 的 所 有 子 集 e 组 成 的 ec 环 上 定义 的 测度 ,市 vCe) 等 于 属于 e 
的 点 的 数目 ,把 (0,0) 到 {1:1) 的 直线 段 记 作 琴 ,证明 引 理 3 的 结论 
对 玉 不 成 立 . 为 什么 ? 


3 1.5 测度 的 扩张 及 外 测度 


上 一 节 已 经 不 止 一 次 谈 到 测度 定义 的 扩张 ,比方 测度 的 完备 
化 ,这 一 节 雪 在 这 个 方面 作 一 点 补充 和 的 说 明 . 

在 一 个 由 点 集 组 成 的 环 ( 不 一 定 是 z 环 ) 上 定义 的 绝对 可 加 
的 ,不 恒 等 于 十 必 或 者 一 的 集 函 数 也 叫做 一 个 测度 ,其 他 像 正 测 
度 .c 有 限 等 等 概念 都 照 推 ， 

假定 4 及 是 两 个 由 点 集 组 成 的 环 , 妈 二 4, p 及 pe 是 分 别 在 
4 及 上 上 和 定义 的 测度 . 假定 对 每 个 eEA,p te) 一 pte), 就 说 yp 是 j 
在 人 上 的 扩张 . 4 是 x 在 4A 上 的 限制 , 记 为 x 14 或 x1 


根 定 Q 是 一 族 点 集 . 令 0, 一 {414 = UU A,A, € 0},0, 一 
{414 = 门 4. ;4 E 0). 当然 人 2 己 0,0, 二 9. 如 果 0 是 o 环 , 屠 
站 人 二 山寺 习 . 


引 理 1 根 定 4A 是 由 点 和 集 组 成 的 一 个 环 ,SCA) 是 A 所 繁 区 的 
32 


zz 环 , 那 么 对 每 个 4ES(4) ,存在 一 个 BE 使 ASB. 
证 明 令 
全 二 {E| 存在 BE 如 使 ESB}， 
只 要 证 明 SC 和) 守 @ 就 行 了 . 我 们 利用 $1,4 中 引 理 2 来 证 明 . 首 
先 , 如 果 EEA, 那 么 ECEEACA, 因 此 EVD, 这 表示 AC8. 所 
以 $1.4 引 理 2 里 的 条 件 (1) 成 立 . 
青 证 明 $1.4 引 理 2 的 条 件 (2) 成 立 . 假定 {EE.} 是 台 的 单调 增 


加 列 ,那么 对 每 个 ,存在 8B.€ A 使 lim 囊 。 =- UE.cL UB. e 
A 一 和 .很 定 {E。} 是 8 的 单调 减 小 列 ,那么 取 BE 么 使 已 到 


号 ,这样 lim 五 .. 一 NE. CE BEA. 因此 ,无 论 人 怎样 , lim 下 ， 
站 m= 1 Mo 


EE 8. 所 以 (2) 成 立 , 从 而 有 S(t(2A) 三 四 | 

定理 1.5.1 假定 4 是 一 个 由 空间 瑟 的 子 集 组 成 的 环 ,w 是 
4 上 的 一 个 有限 的 正 测 并 在 5(C4) 上 的 扩张 ,那么 庆 是 se 有限 
的 ,并 且 对 任何 正 数 :及 任何 4ES(Ca)， 

《1) 存在 BE 使 ACB, 并 有 目 ytB\A)<e; 

《2) 如 果 再 假定 式 二 A; 那么 存在 DE A 使 DCA, 并 是 
CA\D) LE, 

证 明 ” 先 证 明 (1). 令 

B= {A|A € S50) 并 H(i) 成 立 } 

那么 只 用 证 明 SC4)S@. 利用 8 1.4 引 理 2 分 三 步 证 明 . 

(i》 如 果 AEA, 那 么 (1) 当 然 成 立 , 所 壕 4Eg. 这 表示 8 一 4， 

(ii 如 果 {4,} 是 8 的 单调 增加 子 列 ,那么 在 在 B.E A 使 4- 
守 B。， 并 且 当 区 二 1;2,*… 时 ， 

LB N\A) < Ee/2"”. 

邻 A 一 |] A4,.= limA., B— UBes. 一 4, 那么 A 三 8, 并 且 


A(B\A) Sp U (4 ) | 
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OBANA) < De/2” = 6 
因此 ， im A 一 4 后 全 
(iii》 现 在 假定 {4。; 是 昌 的 单 亩 减 小 子 列 . 由 引 理 1.4, 被 可 
列 个 属于 4 的 点 集 所 覆盖 . 每 个 属于 4 的 点 集 又 被 可 列 个 质量 有 
限 的 属于 4 的 点 集 忆 所 覆盖 . 所 以 
入 | 一 U EE, 门 1)， 


J 一 ] 


其 中 jE) 二 0,EjEA,j=1,2,.. 

令 4 二 limA4, 一 [|]4, ,那么 

to>uAANE) = 4 /dN ED))= limp(A, NN E,). 
因此 ,对 任何 正 数 6, 存在 正 整数 N, 使 
pda MN EDNCA NM ED) < /2 
对 Aw 又 存在 BE 使 B; 二 Aw 并且 p(BANAw )<el2*+'. 所 以 
nulCB) MN ED\CAN ED)) 
= p(B MN EDMAs, NM E))) 
+ pCAn 门 五 ?NAD 门 五 )) < ef2,, 

由 于 B; 门 ,€ A, 得 到 8B 一 [BN 赂 EE 4Ae 一 4 旺 然 8 二 


4 并且 
FCB\AY SD p(BIN ENC(AN ED)) < Ds/2i = 


由 ,0,0ii), 根 据 31.43| 理 2,S(A) 导 售 . (1) 得 证 . 

现在 证 明 (2), 根据 假设 ,和 GE4 并 且 4ES6Ca)， 所 以 CC4) 一 
XA4ESC4) 因此 由 (51 知道 对 任何 正 数 ee, 存在 一 个 召 E4. 使 后 
OCCAVH pCB\CCAY) Le, BNCCA)=B NA,FW ptB' NN A < 
5s, 因此 , 令 C(tB)=DD, 得 到 DE 并且 DSA, 还 有 

AD = ptA\CCBDY) = ptANMN BD Ts. 
C2) 得 证 . 
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最 后 ,z 的 = 有 限 性 是 容易 看 到 的 ,因为 可 以 用 前 面 (iiiy 里 说 
明 4, 的 办 法 说 明 AEStA) 被 可 列 个 质量 有 限 的 点 集 所 覆盖 .、 | 

推论 1 假定 4 是 一 个 由 空间 XX 的 子 集 所 组 成 的 环 ,gy 是 入 
上 一 个 有 限 的 正 测度 在 SC4) 上 的 扩张 ,那么 对 于 A€E SCA)， 

(1) 存在 囊 拒 As, 使 疡 二 4 并 且 ACB 一 上 4); 

《2) 如 果 再 假设 祥 记 ,那么 存在 DPD'E 6, 使 DCA, 并 和 且 
DY) = pA). 

证 明 《1) 由 定理 1. 5, 1 中 的 结论 (1), 可 以 取 一 列 Bs 二 A， 
已 E 入, 和合 当天 二 1,2,… 有 时 ， 

uC Ba NAY < 1/m., 

令 让 一 门 BE As, 那么 B' 二 4A, 并 且 当 w= 二 1,2,… 时 ， 
EBD) < 1/m., 
因此 ,p(tB'NA)=0, 由 此 就 有 C8) 二 (A). 

(2)] 由 定理 1. 5. 1 中 的 (2), 可 以 取 一 列 记 , 生 4,D. E46 使 

当 各 二 1,2,… 时 ， 
HCA\D,) < 1 /mm. 

令 D 一 DE A, 那么 DD' 忆 4 并且 当 识 二 1,2,… 时 ， 
aCA\D') < 1/m, 

因此 ,gp{AN\D'》==0. 由 此 就 有 prC42= 一 AD， | 

推论 2 ”假设 上 是 一 个 在 点 集 环 4 上 定 习 的 有限 的 测度 ， 
那么 .py 在 SCAY 上 没有 不 同 的 扩张 . 

证 明 ”假定 产 是 正 的 ,那么 由 定理 1, 5.1, 在 5(4) 上 的 扩张 
(仍旧 记 作 已 如 果 存 在 的 话 , 是 由 它 在 所 有 的 属于 4. 的 点 集 里 所 
分 布 的 质量 唯一 决定 的 . 由 于 每 个 AE A 可 以 表示 为 可 列 个 4。 
筷 4 的 和 和 集 , 其 中 六 一 1,2,… 而 {4.)? 可 以 想 定 是 两 两 不 相交 的 ， 
所 以 

nA) 一 > pA,). 


因此 jCA) 叉 是 由 在 所 有 的 属于 4 的 点 集 里 所 分 布 的 质量 唯一 
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决定 的 . 

如 果 g& 不 是 正 的 ,那么 可 以 分 作 两 个 正 测度 来 考虑 ， 1 

现在 可 以 回顾 一 下 31.4 引 理 3 后 所 说 的 乘积 测度 . 假定 
和 vv 是 两 个 分 蜀 在 o 环 硬 和 于 上 定义 的 go 有 限 的 测度 .4XxXB 的 
全 体 , 这 里 AE 赤 ,BE 各 ,组 成 一 个 环 ,而 鲁 X 轩 一 SCA). 如 果 在 
4 上 定义 测度 矶 ， 

iA XB) = pANB), 

那么 在 A 上 是 z 有 限 的 .所 以 由 推论 2 知道 ,乘积 测度 :xv 就 
是 这 个 而 在 下 X 更 上 的 唯一 的 扩张 

上 面谈 到 ec 有 限 测 度 的 扩张 的 唯一 性 ,可 是 没有 谈 到 存在 癌 
题 , 在 一 个 点 集 环 4 上 定义 的 测度 总 可 以 扩张 到 5C4} 上 去 .不 过 
当 它 原来 不 是 so 有 限时 ,这 扩张 不 一 定 唯一 . 为 了 说 明 这 一 点 ,我 
们 先 介 绍 一 些 更 广泛 的 概念 . 

假定 旭 是 一 族 点 集 , 如 果 任 何 一 个 属于 虽 的 点 集 的 任何 一 个 
子 集 都 属于 避 , 那 么 说 如 是 遗传 的 . 

外 测度 ”假定 盏 是 一 个 由 空间 下 的 子 集 所 组 成 的 遗传 的 a 
环 ,p" 是 在 中 上 和 定义 的 非 负 且 单调 增加 的 集 郴 数 , 有 下 面 的 性 质 : 

(1) py’ (1) =0; 

(2) 入 (UE) 2 (En), 其 中 EE Bm=1,2,.", 
那么 说 g' 是 一 个 外 测度 . 

如 果 EE 十 ,对 任何 4E€ 虽 ,有 

(3) pg CA pp CANE) + 1’ CA\E), 
那么 说 玉 是 Cx ) 可 测 的 ， 

外 测度 的 概念 是 Carathéodory 创立 的 ,当然 有 是正 测度 的 推 
广 , 不 过 可 以 证 明 : 

定理 1.5.2 很 定 yj’ 是 一 个 外 测度 ,那么 27 ) 可 测 集 全 体 更 
是 一 个 = 环 ,pm* 在 更 上 的 限制 (就 是 看 作 在 更 上 定义 的 集 范 数 ) 
是 一 个 正 测 度 ,而 且 更 相对 于 4' 是 完备 的 ( 即 更 相对 于 yg’ 的 完 
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备 化 就 是 更 ). 
证 明 先 证 明 更 是 一 个 环 .假设 gp' 在 遗传 的 o 环 十 上 定义 . 
如 果 Ei 及 Es 都 Cx' ?可 测 ,那么 对 任何 4E 旬 有 
pe CA)= pANMN ED) + pCA\E,) 
= AMENMED) + a (CAN ENE) 
十 a CANM EDNED + p' CA\ENE:). 
《1.5. 1) 
用 2 站 (EUE;) 代 震 (1,5, 1 里 的 4, 得 到 
a CANM CE EDD= pCANME NE,) 
+ A" CA MN EDN\E,) 
— gCANMN EE 0. 
再 把 这 结果 代入 (1.5. 1) 中 得 到 
A CA = pp (CAN CE YU ED) + pe CA\CE, LU 五:)). 
《1.5, 2) 
所 以 ,ELUE;) 是 Cp' ) 可 测 的 ， 
其 次 ,用 A\CEMNED) 二 CA 站 E2D)UCANMNCCE) 人 代替 (1.5, 1) 
里 的 4 得 到 
A CACENEDD) = py (AN EN Ed)++O 
十 pg" (CA NM ENE) 
十 a CAV\ EE,), 
把 这 结果 代 到 人 .5. 1) 中 得 到 
Pr CAY = pp CAVMCENED)D) + pe’ COA NM ENE,). 
| 《1.5. 3) 
注意 , CA 站 ED)\E = (ANMN ED\(ANE,) = ANM (ER), 
(1, 5. 3) 就 看 到 《E,N\E,) 是 Cp ) 可 测 的 . 
西 此 ,到 是 一 个 环 . 再 证 明 守 是 oa 环 . 
假定 {EE } 是 一 列 Cp* ) 可 测 集 . 先 假定 1E。} 瑟 不 相交 . 那么 由 
(1.5. 2) ,根据 归纳 法 知道 对 AE 及 正 整数 ， 
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上 


2)=4 (AN{ UE,) te {AUE,) 


宇 Yip CA NM BE,) (A\UE.). 
是 任意 的 ;所 以 由 级 数 和 的 定义 知道 


ph4 DCAN E+ a {A\ UE.) 
m= | 


> (4N (UE)) + (A UE.). 
但 是 ,4= 14m 1 UUE))UIANU 已 ) .所 以 由 外 测度 的 定义 ， 
上 面 不 等 式 必 须 成 为 等 式 . 因此 ， UE. 是 (x" ) 可 测 的 . 对 -- 般 的 


E。, 令 D. 一 Eo\UE, 于 是 {PD.} 两 两 不 相交 . UE。 = [Do 是 
Ca) 可 测 . 所 以 和 是 ga 环 ， 

”再 证 明 pe* 是 罗 上 的 正 测度 .假定 {E,} 是 一 列 属于 和 的 两 丙 
不 相交 的 点 集 ,那么 对 正 整数 %， 


2 {Es) = ED +p'( (JEANE,) 
= p° (ED 十 ACE 十 pe ( JE NE NE,) 
一 Ar (ED + tp ED + pe ( ENEN\E,) 


A EDF CCE). 
因此 ,由 级 数 和 的 定义 得 到 
a (JE.) Dy CE,). 
由 外 测度 的 定义 ,这 不 等 式 必 须 是 等 式 . 所 以 ux* 是 于 上 的 测度 . 
最 后 , 霉 集 的 子 集 当然 是 Cp' ) 可 浏 的 , 因此 , 严 相对 于 gx' 完 
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根据 定理 1.5.2 可 以 证 明 测 度 扩 张 的 存在 性 ,这 包含 在 下 面 
的 定理 里 ， 

定理 1. 5.3 假定 产 是 在 一 个 环 4 上 定义 的 正 测 度 ,再 假定 
硬是 和 A 所 繁殖 的 仁 传 的 so 环 ( 能 包含 入 的 最 小 的 遗传 的 o 环 ), 对 
每 个 属于 汪 的 点 集 鼎 ,定义 

pCE) 一 inf DCE) |E, € A,\ ESE), 

那么 "是 在 更 上 定义 的 一 个 下 测度 ,pg' 在 SC(3) 上 的 限制 是 一 个 
正 测度 ， 它 是 上 在 SCA) 上 的 一 个 扩张 特别， 当 y 是 a 有限 时， 
Sa) 相 对 于 yg" 的 完备 化 就 是 C(x") 可 测 集 全 体 ， 

证 明 显然 , 当 EEABA 时 ,wxCE)==pe (EE), 所 以 pe' (2)==0. 

于 是 入 所 繁殖 的 遗传 的 ga 环 .很 定 {Em} 是 全 的 一 个 子 列 , 任 
意 取 一 个 正 数 。, 对 每 个 EE 取 么 的 一 个 子 列 {Ew} 使 Ew 二 EE,， 
并 且 


ACE) Epp" (Ew) 十 e/2， 
那么 由 于 UE., 8, 得 到 
jp (E) 扫 之 Hp) EE Du (Es) + 
因此 ,pg (E) 起 ED) 所 以 产 是 鲍 上 的 一 个 外 测 着 ， 


把 typ) 可 测 集 全 体 记 作 刘 . 我 们 证 明 4 更 . 
假定 EEA,AE 人 ,那么 对 任何 正 数 ce, 存 在 可 列 个 EE 后妃 使 


UE 二 4 并 且 
用 一 1 
pA + EB DE) 一 Da(E, NE) + A(EANE)) 


> 2° (CAN E+ p' (A\E). 
因此 ,py 《(4) 之 pr (ANE) 十 1” 《ANE). 这 不 等 式 当 然 必须 是 等 
式 . 因此, 右 是 Cx) 可 测 的 ,也 就 是 EE 和 .所 以 4 宇和. 
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由 定理 1. 5.2, 轨 是 o 环 ;, 所 以 54) 忆 .因此 ,pp' 在 S(t》 上 
的 限制 是 StA》 上 的 一 个 正 测度 . 

最 后 ,假定 & 是 zo 有 限 的 . 我 们 证 明 SCA) 的 完备 化 5 就 是 更. 
因为 亚 是 完备 的 ,所 以 5C 秋 .注意 ;由 定义 ,gp' 也 是 ss 有限 的 ; 因 
此 任何 一 个 ta" ) 可 测 集 是 可 列 个 质量 有 限 的 Cp ) 可 测 集 的 和 和 集 ， 
所 以 只 要 证 明和 任何 一 个 质量 有 限 的 (m” ?可 测 集 五 一 定 属于 9 就 


行 了 . 由 定义 ,对 任何 一 个 正 整数 ,存在 {Ey} 纪 A 使 LUE。 
E, 并 且 


HH" (Ey 2 SE,) 一 二 > pp { UE,,) 一 


令 CG 一 门 UE,, E A 守 S(A), 那么 GE, 并 且 当 m 一 1,2,*… 
时 ， 
mG) FE) Fp 0) — Lm. 
由 于 假设 jp" (BE) 之 十 co ,得 到 py* (GN\E)==0, 同 样 , 多 得 到 一 个 安 
< 使 G' 汪 G\E ,并 且 
A (OGD 一 ACE 一 站 
因此 ， 
E~— (E\G') U (EN GO') 
(GENCAG\NEMNGY UY (CE NG) 
~ (OGG) U (EN GG), 
这 里 CYG' ES) ,而 EE 门 GG 是 零 集 G' 的 子 集 , 因此 ,EES. | 
由 外 测度 得 到 测度 及 可 测 集 ,这 是 定义 古典 的 Lebesgue 测度 

时 所 采用 的 方法 . 直线 上 一 切 由 有 限 个 开 , 闭 或 半 开 的 区 间 所 组 成 
的 和 集 的 全 性 是 环 4. 属于 4 的 每 个 点 集 用 它 的 组 成 区 润 的 长 度 
的 和 当 测 度 ,那么 这 个 测度 是 有 限 的 . 计 是 在 SCa) 上 有 了 瞧 一 的 
扩张 ,这 扩张 的 完备 化 就 是 Lebesgue 测度 :而 3S(4)? 的 完备 化 就 是 
Lebesgue 可 测 集 全 悼 ， 
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习 题 
1. 证 明 一 一 
2， 假 定 < 是 一 个 正 数 . 对 平面 点 集 玉 定义 


A {EE}) 一 sup inf { > (dCE。)) | 至 一 (JE,, 
m= ] ml 
d(E,) < asm = 1,2,*), 


这 里 4(E。) 表示 五。 的 直径 ,那么 pr 是 在 由 所 有 的 平面 点 集 所 组 
成 的 直 传 的 = 环 上 定 广 的 一 个 外 测度 , 叫 c 度 的 Hausdorff( 外 > 测 
度 , 上 与 Lebesgue 测度 的 关系 怎样 ? 
3. 是 在 o 环 于 上 定义 的 一 个 «有 限 的 正 测度 . 对 每 个 篇 于 
更 所 繁殖 的 遗传 的 5 环 更 的 点 集 匹 ,定义 
A (CE) = sup FE SF € YW}, 
(EFE) = inf(n(O IE CGE 更 )， 
那么 pg* 是 在 省 上 定义 的 一 个 外 测度 ,yg, 叫做 在 委 上 定义 的 一 个 
内 测度 .证明 ;如 昌 玉 E, 并 且 EE 是 Cp* ) 可 测 的 ,那么 
etE) = pp (ED). 
反 过 来 ,如 果 产 . (五 ) 一 和 扩 ( 五 )< 十 ce 那么 已 是 (mr ) 可 测 的 ， 


3 1.6 拓扑 空间 上 的 测度 及 连续 函数 空间 上 的 泛 函 


拓扑 的 最 基本 的 知识 假定 读者 已 经 熟悉 .中 

令 是 一 个 拓扑 空间 ,5S 对 .5 的 边界 点 全 栖 记 作 B(S),S 
的 内 点 及 边界 点 的 全 体 称 为 S 的 包 , 记 作 5S. 的 聚 点 全 恒 记 作 
3 ,叫做 S 的 导 和 集 , 容易 看 到 ,一 5 US . 

藻 拓 扑 空间 的 子 集 不 是 两 不 相交 的 不 空 的 相对 开 集 的 和 集 ， 


忆 关于 拓扑 空间 ,尺度 空 间 ( 或 度 基 空间} 可 以 看 有 美 书 籍 ; 岗 如 张 鸭 铺 的 * 现 怀 
分 析 基 础 厦门 大学 出 版 社 ,1987) ,第 49 一 ?95 页 . 
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就 说 五 是 连通 的 , 连通 的 开 集 叫 区 域 . 

用 R! 表示 实数 全 体 . 以 开 区 间 全 体 当 基底 的 拓扑 称 为 显 的 
通常 拓扑 .x 个 R'! 的 乘积 记 作 产 , 称 为 维 实数 空间 . 下 列 集合 叫 
做 R" 的 一 个 细胞 : 

Ca OK Xa br) 一 【< 
R" 的 子 集 为 开 集 前 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 它 是 细胞 的 和 和 集 ， 

我 们 用 Er”" 表示 nn 维 欧 氏 空 间 ., E' ,EF? , 分 别 就 是 直线 , 欧 氏 
平面 .三 维 欧 氏 空 间 . 再 肥 以 与 建立 一 一 对 应 ,这 个 对 应 称 为 
FF 的 一 个 实 角 上 坐标 法 . 在 EF" 中 玫 定 -一 个 直角 坐标 法 以 后 ,每 一 点 
都 可 以 用 它 的 坐标 表示 . 这 时 候 我 们 也 把 {xy*… sa 过 xi< 人 六 ， 
i 二 1 这 样 的 点 集 称 为 (在 有 所 取 的 坐标 法 下 的 FF 的 一 个 细 
孢 , 用 这 种 细胞 当 共 底 作 成 一 个 拓扑 , 称 为 EF” 的 通常 拓扑 . 

男 一 方面 , 设 产 中 任意 现 怠 卫 护 提 对 应 于 Cri 及 (yy ， 
那么 ,Co 一 VC 一 攻关 十 十 ( 如 一 好 天 给 出 了 天" 中 
任何 两 点 对 应 的 一 个 非 负 实数 可 以 看 到 ,这 个 函数 怠 符 合 尺 度 
的 条 件 . 因此 我 们 总 把 EF" 看 作 是 在 这 个 尽 度 过 下 的 尺度 空间 . 由 
这 个 尺度 所 产生 的 拓扑 就 是 EF” 的 通常 拓扑 ， 

同样 ,在 Rr 中 也 可 议 引 入 距离 作为 尺度 . 如 果 把 R" 看 作 在 这 
个 尺度 下 的 尺度 室 间 的 话 ,那么 所 得 到 的 拓扑 也 就 是 下 上 的 通常 
拓扑 . 所 以 在 FF 的 一 全 固定 的 直角 坐标 法 下 ,可 以 不 必 区 别 2" 及 
RnR". 

通常 把 R! 跟 另 外 两 点 组 成 的 点 集 的 和 集 称 作 扩 大 的 实数 系 
统 , 记 为 忍 :， 这 两 点 中 一 点 规定 比 一 切实 数 小 , 记 作 一 co , 另 一 点 
比 一 切实 数 大 , 记 作 十 co. 关于 它们 的 运算 在 $1.1 中 已 经 说 过 . 
灵 ! 上 用 所 有 区 馈 以 及 [一 吕 ya) (ta; 十 oj] 这 种 形式 的 “区 则 ”全体 
当 基 底 的 拓扑 称 为 号 ! 上 的 通常 拓扑 , 以 后 若 没有 另外 的 声明 的 
话 , 砚 : 都 看 作 在 这 个 拓扑 下 的 拓扑 空间 . 

把 点 集 苹 映 入 R! 的 映射 叫 实 函 数 或 者 实 泛 函 ， 

令 固 及 Y 是 拓扑 空间 ,是 把 四 的 子 集 也 映 入 Y 的 上 映射, 那 
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么 了 在 刀 中 连续 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 ACD) 的 任何 一 个 相对 
开 集 的 原 像 是 马 的 相对 开 集 . 因此 ,对 于 号 上 的 实 函 数 六 它 在 也 
中 连续 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 ;对 所 有 的 实数 a 及 565, 点 集 1Pla 
HPILB PEDY, {PI— of (PIH PED:R{IP la P) 
委 十 co 全 站 } 都 是 相对 于 五 的 开 集 . 

在 31.1 一 81.5 中 说 明了 关于 测度 及 积分 的 基本 理论 ,现在 
要 说 明 在 拓扑 概 念 的 基础 上 建立 的 特殊 的 测度 及 积分 理论 . 

一 个 拓扑 空间 XX 的 开 子 集 全 体 ( 也 就 是 拓扑 ? 记 作 三 , 王 所 繁 
殖 的 e 环 记 作 (Ba) ,属于 ( 避 ) 的 点 集 称 为 Borel 集 , 或 者 (B) 集 ;或 
者 (85) 可 测 集 .和 的 闭 子 集 全 体 记 作 $B. 当然 ,BC(B), 并 有 是 (8B) 也 
是 更 所 繁殖 的 zz 环 . 

如 昌 一 个 实 函 数 在 一 个 (8) 集 5S 里 定义 ,并 且 对 任何 实数 
cs {PIF(P)>e}E(0B), 那 么 说 了 是 (8B) 可 测 的 . 由 定义 知道 假定 
一 个 函数 了 在 一 个 (8) 集 5 里 定义 并 且 连 续 ,那么 一定 是 (8B) 
可 测 的 ， 

在 C8) 上 定义 的 测度 叫做 (8) 测 度 .一 个 (8) 可 测 函 数 关 于 
《B) 测 度 的 积分 当然 不 过 是 $1.2 所 说 的 积分 的 特殊 情形 . 这 里 不 
准备 一 般 地 来 谈 它 的 特点 ,下 面 只 考虑 比较 特殊 的 情形 . 

如 果 一 个 正常 的 或 正规 的 Cnormal) 酉 扑 空 间 瑟 的 闭 子 集 全 
体 晋三 已 ,那么 说 各 是 完全 正常 的 . 

比方 ,一 个 尺度 空间 就 一 定 是 完全 正常 的 ,因为 假定 S 是 它 


Tr 


的 一 个 闭 子 集 , 那 么 5S = 门 KCP,1/m), 这 里 居 (P,1im) 表示 
外 二 ] 全 办 


用 PP 作 中 心 :1/m 作 半 径 的 开 球 ,而 UK(P,1/m) 当然 是 开 集 . 


因此 ,EF"* 也 是 完全 正常 的 . 
引 理 1 对 完全 正常 空间 ,了 三 五 . 
证 明 假定 EET, 那 么 CCE)EB. 因此 ,CCE}YETs,EES,, 
| 
引 理 2 对 完全 正常 空间 ,下 及 六 的 公共 部 分 中, 门 厂 是 一 
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个 环 , 并 且 它 所 繁殖 的 a 环 就 是 (8)， 
证 明 假定 EENMmTsG 一 1 ,2) ,那么 


一 Ur 一 /NG ‘7 一 23 
这 里 {Fa} 是 关于 上 单调 增加 的 闭 集 , {Gn} 是 关于 单调 碱 小 的 开 
集 . 因此 ， 


<- 
EUE 一 LU Ureg,, 


2 cm co 2 
E, \ ££; 一 ( (|G = 门 (jG € TT. 
了 一 了 『 一 
从 而 有 EUE;ES,N T;. 又 
E\E, ~ Ur NG = Vee < @.， 


E\g,— (oA\ Ura= 站 Nor er, 


因此 ,ENMNE,E ENMNT;. 所 以 更 。 mr 是 一 -个 环 ， 
显然 ,了 三 瑟 门 疡 三 5). 现在 己 所 繁殖 的 ec 环 是 (2) ,所 以 
宣 . 丫 忆 所 繁殖 的 = 环 是 (85)， | 
定理 1.6.1 假定 XX 是 一 个 完全 正常 药 空 间 ,m* 是 在 ( 瑟 ) 上 定 
” 义 的 一 个 正 测度 . 再 假定 区 是 可 列 个 质量 有 限 的 开 集 XX, 的 和 和 集 ， 
那么 对 任何 一 个 EE (CB)， 
C1) 对 任何 正 数 c, 存 在 闭 集 下 及 开 集 GG 使 FSGESG, 并 是 
REN Ce, HGN\E) < es 
《2) 存在 HE, 及 KKETs 使 HSCECK, 并 且 
PE = 0, KRK\E) = 0. 
证 明 由 蕊 的 完全 正 营 性 知道 天 的 每 一 个 财 子 集 9 是 可 询 
个 单调 减 小 的 开 子 集 UU 的 交集 . 因此 邵 果 全 Cr 门 X 一 Cs 站 


X=5., 那 么 门 Ce 一 S。. U4 质量 有 限 并 且 关 于 单调 碱 小 ,所 
以 
生得 


-一 一 一 --…- 一 -ma 


Lim Ui } 一 ACS, ). 


因此 ,对 任何 正 数 a ,存在 一 个 正 整数 大。 使 
{Us » NS) a2", 


令 U 二 记忆 那么 
. m=1 


KUNSY SE PAU NS La. 
m= 


这 表示 对 任何 正 数 a, 每 个 闭 子 集 5S 有 和 邻 域 U 满足 pgp(0UN\S)<a. 
现在 假定 E(B8) ,那么 由 定理 1. 5.1 知道 对 任何 正 数 c 存在 


VE (BNTDSEg, 使 ECEV 并 且 pCVNE)<e/2. 又 V 一 [U5,, 其 
中 每 个 8; 是 闭 集 . 因此 由 上 一 段 的 证 明知 道 存在 一 个 开 集 UU, 使 5， 
三 局, 并 且 pCUNSi) 之 cf27m1. 这样 , 令 5 = Uv 就 得 到 


HONV) & DY AUNS) < ef2. 
1=1 


因此 ， 
(GN\E) = pCGNVY + pOVNE) < oe, 
这 就 是 上 1) 的 第 二 个 不 等 式 . 
再 由 同样 理由 ,知道 存在 一 个 开 集 C 二 C( 瑟 ) 使 CCG ANC( 匹 ) 
< 之 ec; 也 就 是 nCENCCGY)<c, 令 CLG = 下 ,那么 是 闭 集 ,并 且 下 
竺 EpCENF)<c, 这 就 是 (1 的 第 一 个 不 等 式 ， 
[20 是 (1 的 推论 , 困 为 只 要 陆续 取 -一 17t 一 1 2 ,得 
到 一 列 开 集 G 和 一 列 闭 集 己 ,使 SEEC 并且 
FDC < 1 /am. 


令 已 一 UP EK 二 [GE 了;, 就 得 到 (2? 的 两 个 等 式 ， | 
Hl] mm 一] 


以 后 ,假定 一 个 测度 (不 一 定 基 正 的 ) 在 一 个 拓扑 空间 站 的 

(五 ) 子 集 人 全体 上 定 多 ,而 且 在 下 ,和 是 可 列 个 质量 有 限 的 开 集 的 

和 集 , 那 么 简称 “是 和 上 的 一 个 开 c 有 限 的 (B ?测度 . 显然 ,如 果 
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”是 开 e 有 限 的 ,那么 pr, ;及 | 都 是 开 4 有限 的 . 

由 定理 1. 6. 1 得 到 

推论 1 假定 是 完全 正常 空间 关上 的 一 个 开 a 有限 的 (8) 
测 座 ,那么 对 任何 (8) 集 ES 三 XX， 

(1) 对 任何 正 数 c, 存 在 闭 集 请 及 开 集 GG, 使 FSCECG, 并 及 

ACE ey, Ja| (CON\E) < es 

(2) 存在 HE, 及 下 ET 使 如 入 EK 并 且 

Ja] (EN\HY = 0, Ia|(K\E)=0. 
证 明 由 定理 1. 6.1 知道 ,存在 财 集 下 及 局 使 站, 三 号 , 天 二 
五 ,并 且 
HA ACE < ei, 
令 了 一 FUFs ,那么 玉 是 闭 集 ,FECE, 并 音 
Ia (EN\F)= AR) 十 A《ENE) 
SS AENF) 十 ACE < ec， 
这 就 是 (1) 的 第 一 个 不 等 式 . 别 的 结论 可 以 类 似 地 证 明 .。 

在 拓扑 空间 及 的 子 集 族 (8B) 上 定义 的 正 测度 或 者 测度 ,如 果 
具备 定理 1. 6, 1 或 者 推论 1 所 说 的 性 上 质 (1) ,就 称 为 正则 的 . 由 推 
论 1 得 到 

推论 2 在 完全 正常 空间 天 的 子 集 族 iLB8} 上 定义 的 测度 是 正 
则 的 并 且 是 a 有 限 的 ,其 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 开 4 有限 . 

证 明 条件 的 充分 性 就 是 推论 1 的 结论 , 必要 性 也 是 清楚 的 ， 
因为 假定 是 (8B) 上 的 一 个 正则 oz 有 限 测 度 , 闭 和 区 是 可 列 个 质 
量 有 限 的 (8B) 集 义 ;的 和 集 . 每 个 六; 有 一 个 令 域 V; 使 jCVN\X;) 过 
c, 久 是 Vi; 这 可 列 个 质量 有 陈 的 并 集 的 和 集 ， | 

推论 3 ”假定 jw 及 jw 是 完全 正常 空间 久 上 的 两 个 开 s 有限 
的 (好 ?测度 .又 假定 对 任何 连续 函数 f ,0 所 7 和 1， 


|an 一 |man 3 


那么 由 一生 , (这 里 积分 域 叉 省 去 了 ) 
相 避 


证 明 ”我们 先 注 意 ,对 于 满足 0</<1 的/, | 7am 及 | Adam 
虽 不 一 定 有 限 ,但 不 会 没有 意义 ， 

为 了 证 明 如一 各, 由 定理 1. 6. 上 知道 只 要 证 明 :对 任何 财 集 
=p 下) 成 江 ， 

现在 随便 取 一 个 闭 集 下 ,对 每 一 个 正 整数 m, 取 下 的 一 个 邻 域 
W。, 使 

[a | Wa) < /2m, GT < 1/2m., 

由 Urysohn 引 理 可 以 作 一 个 连续 函数 /。,0<<f。<<1 并 且 


. l, PEF, 
»(P) = 
1 » PE CM 
那么 
fdm= | foram + | Pan 
一 AP) 十 | dm 
WW 
同样 ， 


[fed = pF 十 1 fed 
由 假设 | 六 dm 一 | 六 dye ,又 由 


| f, d A 
中 


FD Fm, ph) EEF) mm. 
因此 ,pa (了 一 产 下 天 )》， | 
把 在 拓扑 空间 及 里 有 界 连 续 陋 数 的 全 体 记 和 作 .党 CX). 如 时 
六 完全 正常 ,gx 是 卫 上 的 一 个 正则 的 有 限 的 (B) 测 度 , 那 么 每 个 


JE YX) 有 一 个 积分 | man 与 之 相对 应 , 这 对 应 关系 记 作 py*; 
pe 门 一 | man， f € HK). 


. 1 ,. 
< ID < G= 1,2), 


得 到 
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这 样 ,我 们 看 到 ,一 个 正则 的 so 有限 的 (B83) 测 度 疡 决定 了 一 个 把 
24( RE) 机 入 怒 的 映射 p* .而 且 由 推论 3 看 到 ,不同 的 产 决 定 了 不 
同 的 gp" .这 事实 引起 一 个 相反 的 问题 ;是 不 是 任意 把 .YC(X) 映 入 
灵 : 的 上 映射 都 是 关于 一 个 正则 的 co。 有限 的 <8) 测度 的 积分 ,而 且 不 
襄 的 映射 类 定 不 向 的 测度 呢 ? 若 不 如 任何 限制 ,答案 显然 是 否定 
的 . 下 面 说 明 在 某 些 限制 下 有 肯定 的 答案 . 先 介 绍 几 个 概念 ， 

对 任何 拓扑 空间 下 ,2 (XI) 是 一 个 实 线 性 空间 ,也 就 是 说 ,对 
任何 了 ECX) ,gECX) 以 及 任何 实数 a,b af bgE .CX)， 
这 里 af 十 好 表示 一 个 函数 , 它 在 每 一 点 PE XX 的 数值 是 

(Caf + be PY) = af (P) + bg Pp). 

又 把 党 (及) 看 作 一 个 尺度 空间 ,其 中 任何 黄 个 元 素 及 g 的 

距离 定义 为 

dtf,g) 一 sup lf(P) 一 gtP)|. 
由 这 个 尺度 所 产生 的 区 <(CX) 寺 的 拓扑 叫 人 向 ECXK) 上 的 一 致 政 钱 
的 拓扑 ， 

把 一 个 实 线性 空间 工 , 映 入 另 一 个 实 线性 空间 工 ; 的 帕 射 ”如 

果 对 任何 fz;yE; 以 及 实数 4,65 都 有 

art by) = az} + A y), 
9 就 叫做 线性 映射 或 者 线性 算 子 . 特别 当 L; 是 R' 的 时 候 ,P 就 叫 
做 线性 实 函 数 或 者 线性 实 泛 函 . 当 上, 是 记 的 时 候 叫 做 广义 线性 
图 数 或 者 广 尺 线性 活 函 . 当 工 , 及 二 都 是 线性 拓扑 空间 的 时 候 , 线 
性 算 子 就 有 连续 不 连续 可 谈 了 ， 

我 们 注意 ,2-(X) 及 六 都 是 线性 尺度 空间 ,因此 都 基线 性 折 
扑 空间 . 

定理 1. 6. 2(F,. Riesz) 慨 定 天 是 一 个 完全 正常 空间 ,{X,;} 蚌 


的 一 列 单调 增加 开 子 集 ， U X, = X, 把 在 X 里 有 界 连续 ,而 在 


某 一 个 X; 的 余 集 里 等 于 0 的 站 数 全 体 记 作 .ot 及 ). 如 果 业 是 在 
24 (X)》 上 定义 的 一 个 连续 线性 学 函 ,那么 存在 一 个 唯一 的 正则 
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的 ,sw 有限 的 (8B) 测 把 关 使 当 GE :2 人 ?时 ， 
pf) 一 [an 


证 明 (1》 先 笨 吓 是 正 的 ;也 就 是 对 任何 7E.%,(XX) 并 且 
f 庆 0, 都 有 风门 实 人 0. 
对 任何 开 集 VX 区 ,定义 
A VV) = sup{ly NO 并 HH /EE HRY}. 
然后 对 任何 ECX, 定 义 
{Ey 一 im” VIE CV ET). 
显然 ,天 是 在 于 的 所 有 子 集 全 体 所 构成 的 遵 传 的 = 环 上 定义 的 一 
个 外 测度 ， 
我 们 证 明 对 任何 一 个 开 集 了 ， 
A iV)= suplpe’ (FYIVOFE@). C1. 6.1) 
如 果 gg" (之 十 co, 那么 由 定义 ;对 任何 一 个 正 数 s, 存 在 一 
个 EX,0 志 下 守 XYy ,使 
A VY pf) oe. C1. 6. 2) 
受 由 多 的 连续 性 知道 存在 一 个 正 数 3, 使 
pO— De, supb| 乒 一 也 二 人 
现在 令 责 一 全 | 六 CPP 之 8 那么 YY 之 PE 驯 . 又 由 定 尽 知道 FF。 
有 一 个 邻 域 :使 
PR 和 TD) 一 记 
可 以 假定 VW. 根据 Urysohn 引 理 可 以 做 一 个 函数 f ,0 所 /和 1， 
l, PEF, 
1) = 了 PE CVD 
令 三 ffoy 那 么 sup|fo 一 六 | 之 因此 
[gtfo ~— fA) < 
另外 一 方面 ,0 和 用 所 Xv ,因此 
eFC ~ eo) 
> pf De pr (VY) Oo 38, 
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< 是 任意 的 ,所 以 51.6. 1 成 立 ， 
如 果 Ap) 一 十 :那么 对 任何 正 数 ec, 总 存 宇 一 个 EE 
-其 1 和)0 扫 万 委 加 使 
pf me, 
于 是 像 上 面 一 样 地 取 FF 政 Y 得 到 
A FOE VD) — ee 
> jf) Ze re — 3€. 
因此 上 1. 6. 1) 也 成 立 , 
根据 (1. 6.1? 可 以 证 明 尾 何 一 个 财 集 4 是 (pp ) 可 测 集 . 事实 
上 ,假设 ESX,; 那 么 对 任何 一 个 正 数 e;E 有 一 -个 邻 域 信 ,使 得 
A EE) A (WE, (1. 68.3) 
现在 取 闭 集 五 ETY\4 ,又 取 闭 集 CEYADP, 那 么 因为 瑟 门 C 一 饭 并 
且 DUCECY ,所 以 
外 CC》 
后 面 这 等 号 成 立 是 由 于 DD 及 C 各 有 和 邻 域 不 相交 的 缘故 .CC 是 开 集 
7 的 任意 闭 子 集 , 因 此 由 (1. 6. 1 知道 
A Vp DY) Fp VND) aD} + pV NN A). 
又 因为 DD 是 开 集 V\3 的 任意 闭 子 集 , 所 以 又 由 (1. 6. 1 知道 
AZ) 十 NN AA), 
国 此 由 如. 6. 3) 得 到 
A eA (A) 
A ENA) +A ENA Ee. 
e 是 任意 的 ,就 有 
pe (EA (EA A (EN A). 
所 以 4 是 Cx" ) 可 测 的 . 
Cp 可 测 集 全 体 组 成 p 环 . 现在 既然 任何 闭 集 都 是 Cx ) 可 浏 
的 ,那么 所 有 的 (8B) 集 当然 也 都 是 Ca' ) 可 测 的 . 因此 gp" 在 (B) 土 的 
限制 是 CB 上 的 一 个 正 测度 , ye 当然 是 开 o 有限 的 ;因为 由 yx* 的 
定 文 知 道 ,of 和 一 pool 一 2). 因 此 产 是 一 个 正则 
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的 = 有 限 的 ( 吾 )? 测 度 ， 
(2》 现 在 证 明 
CA = |yanw， f € HX). 
先 考虑 0 的 情形 .由 于 岁 是 线性 的 ,我 们 只 要 考虑 0 所 /在 


1 的 情形 . 随便 取 一 个 正 整数 严 , 令 
当 f(P) < 一 时 ， 


0， 
ftP) 一 FP 一: |/ 一 上 < /CP) 之 万 时 ， 
i 
其 中 jj 二 142,… wm, 可 以 看 到 /EY%YolX), 并 且 


FP) = fp), Pe 和 XxX. 


PIA 之 二 | (PLACP) 一 二 ,那么 各 ,所 ;因此 


定义 知道 
AHOV) = pV) SE GF). 


因此 ， 
$f) = bf > 二 DY ay) 


人 ol | wy) 


>) ted, Na 一 过 PC 


id it 


S /de 人 二 (Vi 


= Pa 一 二 PCY 


由 于 fFEA RY VOSAAPIFODI> /mM DE PI DI)> 
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$f) 2 fap Of € HKY. (4. 6. 4) 


再 考虑 一 般 的 FE .2 因 汶 了 有 界 , 所 以 存在 正 数 MM 
[fl 令 4=TIF7B 关 5, 那么 4 是 图 集 . 对 任何 一 个 正 数 ,4 
有 一 个 邻 域 了 , 使 
PK) 一 上 4) AT 一 此 
做 一 个 函数 gE .0X) ,使 0 所 g 志 1 并 和 且 
]， TE A, 
g(P) = 9 Peer 
那么 
FAA A VN) EE) €. 
现在 0 所 f 十 JMgE.X,( 玉 ) ,因此 ,由 (1,6.4) 得 到 
yA 4 Mpg) = Hf + Mg) 


> | + Mgydw = Jfax + M gd z 
> |fdu + MucA) > |fdn + Mo(g) — Me. 
s 是 任意 的 ,因此 得 到 
PD > |fdp, f € HX). (1. 6. 5) 
由 于 不 限制 0,(1. 6.5) 对 一 fE ol 了 ) 也 必须 成 并 ,也 就 是 
HK— D>/ fan 


因此 , yA < |fdx, 所 以 得 到 4 = | /au 
(3) 再 考虑 多 非 正 的 情况 ,对 0 安 .FE .XlX), 定 义 
jC = sup PF), 


Ua EN oN) 
DD HD, 
那么 六 及 六 都 是 .YolXY 上 的 连续 线性 正 泛 函 ,因此 各 决定 了 一 
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个 正则 的 z 有限 的 (8) 测度 yj 及 yj. 令 gy 二 pt 一 ,那么 对 0 和 f/f 
蕊 .CTF 下 式 成 立 ; 
pF) = jar 


因此 由 线性 的 性 质 知道 对 任何 7E .XlX) 成 立 ， 

(4) 测度 产 的 唯一 性 是 推论 3 的 结论 . | 

上 面 的 定理 1. 6.1,1. 6.2 及 几 个 推论 用 开 集 及 连续 函数 的 概 
念 说 明了 完全 正常 拓扑 空间 上 的 正则 有限 (号 ) 测 度 以 及 连带 的 
积分 吾 念 的 特点 , 干 面 再 谈 连 续 函 数 眼 这 种 测度 所 连带 的 可 测 画 
数 的 关系 . 

《B) 相 对 于 一 个 (B) 测 度 v 有 它 的 完备 化 (8B), 而 vy 可 以 扩张 
为 这 个 (8) 上 的 一 个 测度 +. 一 个 函数 关于 v 可 测 ( 就 是 (B) 可 测 )， 
就 一 定 关 于 + 可 测 (就 是 (8B) 可 济 》 ;但 是 一 个 函数 关于 "可 测 , 却 
未 必 关 于 也 可 测 , 因 此 ,为 了 能 广泛 一 点 ,下 而 考虑 完备 化 了 的 
测度 . 

关于 一 个 测度 g 可 积分 的 函数 全 体 记 作 区 (Co 一 个 函数 7 
E 经 (的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 了 关于 4 可 测 并 且 1 /关于 天 
可 积分 .更 一 般 , 关 于 可 测 并 和 且 绝 对 值 的 p 次 荞 可 积分 的 函数 
全 体 记 作 2,(p0) 或 (jz,X) ,这 里 pp 是 不 小 于 1 的 实数 . 

定理 1.6.3 假定 羡 是 一 个 完全 正常 空间 ,yg 是 丈 上 的 一 个 
正则 ao 有限 的 (8) 测 度 的 完备 化 ,那么 一 个 在 六 里 定 疼 的 隙 数 f 
忆 人, Lp) 的 充分 而 且 必 要 的 茶 件 是 对 任何 正 数 e, 存 在 一 个 gE 
.2 和) 使 


[If—glrdlul < (1.6.6) 


证 明 必要 性 先 仍 是 jp 之 0;f 守 0, 于 是 p= |. 
如 果 fE 区: 那么 由 积分 的 定义 知道 对 任何 一 个 正 数 5b， 
存在 有 限 个 可 测 集 E; 及 有 限 个 非 负 的 实数 wwG 一 1， 2，N) ,使 


o& |frdn— DunE) < (1.6. 7) 
一 上 
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滥 扣 ,AI 开赴 ce 人 一 2 令 ax 一 MAM, 那么 可 以 了 到 
闭 集 人 天 到 使 
ED) 六 AKC pCED) — b/AMN). (1.6. 8) 了 
跟 证 明 推 论 3 的 时 候 一 样 ,存在 有 界 连 续 的 非 负 的 函数 疡 ,0 去 
1 并 且 fi Xe ， 
0 < Ifan 一 AICD < BACMN). 
于 是 


Wa 一 Sf ld < 34. 
令 g 一 | > wpj ,得 到 


| fF- gldr< 3 - 


假定 在 一 点 PP,y(P) 字 gC(P), 那 么 由 


FFCp) — gzip)|? 十 gLPY? 
CFOPY — gtP)| te (CAP) — gtP)| 十 中 (已 ))7 


二 PS | gd) . - 
FCPY gtP}y| 十 有 五) FOP — gtP)| tgtP) 


1 
得 到 
[FOCPY — gePYN goPYr [LIf(P) — gtP)| + gCPY 
= fCPY. 

因此 , 移 项 后 得 到 

If— gl* 守 7 gt. (1, 6, 9) 
反 过 来 ,假定 在 一 点 P,g(P) 守 fCP) ,那么 把 及 g 对 掉 过 来 考 
虑 后 ,仍旧 得 到 (1. 5,9), 因此, (1.6.9) 对 任何 一 点 了 成 立 , 所 议 


| 一 g 1dre 扫 | 一 gt}ydp < 32. 


邻 5 一 s/3, 得 到 (人 .6.6)， 
假定 pz0, 但 是 了 不 一 定 处 处 非 负 , 那 么 就 有 一 广 一 广 ， 
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和 a 


f+ 宇 0,f-_ 空 0. 由 于 
fe dx [lf dp <+ om, 
知道 人 (1),f_ E20,《po). 所 以 大 在 非 负 的 gj 区 ,(X) 以 
及 ga 所 .2 使 
I — gil*dp < e/2*, 


117-— gael’dp < EA22. 
因此 , 令 g==g1 一 gz: 兰 且 用 Minkowski 不 等 式 可 得 到 
| ff— gl*dg< [Ce/2 + (e/a 一 


最 后 ;如果 p&p 不 是 正 测度 ,那么 考 虚 |x| 好 了 .因为 fE 


| -gbadlxl < 
充分 性 假定 条 伴 成 立 9 那么 存在 一 列 a 亡 A (XD , 司 
|17- glxl < | 直 ). 
园 此 ,如 果 令 
A = {PIIF(P) — gtP)| 174)， 
那么 
[| A) < 01172732 £1/2". 
现在 ,对 每 个 Hi 
FTCP) — gstPY| /4", PEClA,). 
朵 此 ， 
gn (CP) 加 gn tO [gn+1 CP) OP)| 
+ IAP — gCP)| 


-一 六 ， PECC4y mCcCd 
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因此 ,对 任何 正 整 数 和 N, 当 PE [CCA.) 时 ， 
丽 二 玫 - 
[7 一 gn | 二 |8w 一 有 wii 十 Snwrl 一 Evesi 十 
1 工 
到 页 十 DN 十 
所 以 ; 当 ->oc 时 ， 
了 一 Er 二 Cf — guy) tigy — gyi4t) “十 《Be 一 gi) 


在 Nc 里 一 致 收 合 于 0, 也 就 是 {g,} 在 门 ca。 里 一 致 收敛 


于 f.N 是 任意 的 ,所 以 {8,) 在 UU MN cca,) Cl N U4. 
收敛 于 f, 由 于 


lal{ A U4.)= lim |pll Ua.) 
< lim Dl (A) < im» -0 

我 们 看 到 {g;} 几乎 处 处 收 敏 于 产品 关于 天 可 测 ,因此 子 关于 到 也 
可 测 . 

此 并 ,出 Minkowski pal 
as 人 -ebpaa + {hia td} | <+~, 
因此 ,FE Ss (pa). | 

以 后 ,假定 产 是 一 个 测度 ,函数 列 { 疡 } 在 点 集 忆 里 定义 , 如 果 
对 任何 正 数 e, 存 在 一 个 子 集 5G 巨 使 jzl(S)<<e 而 {( 广 } 在 ENS 里 
一 致 收 合 ,那么 就 说 {f,} 在 下 里 (相对 于 p) 几 乎 一致 收 化. 又 假定 
了 是 一 个 在 互 里 定义 的 函数 ， 如 果 对 任何 正 数 se， 看 作 一 个 在 
E\S 里 定义 的 函数 (简称 了 在 E\S 里 的 限制 ， 记 作 让 es 或 者 
了 |CENS)) 在 ENS 里 连续 ,就 说 了 在 五 里 (相对 于 pw 几乎 连续 . 


在 定理 1. 6. 3 的 证 明 过 程 中 ,我 们 看 到 {g;} 在 Neca = 
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CI Ua 4.) 里 一 致 收敛 于 /现在 
El UA) 5 lzl(4。) < Hi 
所 以 当 N 充分 大 的 时 候 可 以 使 jx|{ LU 4.) 小 于 预先 指定 的 任何 


正 数 . 因此 知道 {g} 在 XX 里 几乎 一 致 收 全 于 天 从 而 了 |C( LU 4。) 
连续 ,因此 /在 多 里 几乎 连续 .根据 这 个 事实 可 以 证 明 

定理 1.6.4 假定 和 是 一 个 完全 正常 的 空间 ,“ 是 和 上 一 个 
正则 的 " 有限 的 (8B) 测 度 的 完备 化 ,了 是 在 六 里 定义 的 几乎 处 处 
有 限 的 函数 ,那么 了 关于 w 可 漠 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 在 X 
里 相对 于 p 几乎 连续 . 


证 明 必要 性 首先 , 二 UX., 这 里 X, 是 开 集 并 且 满 足 


2 十 co 不 妨 假 定居 它 丑 人 一 1,2，…)， 

先 假定 了 可 测 并 且 有 界 ,那么 对 每 个 X,,f 了 |X,E SY (psX)， 
因此 fiX; 在 外; 里 几乎 连续 . 因此 ,对 任何 一 个 正 数 ,存在 
SS; 守 六 i 使 | 05,) < 之 ey/2' 并 且 了 (NSD 在 已 里 连续 . 令 SU 
SsU… 一 S$, 那么 |x| (5) 之 e. 我 们 证 明 Ac (8S) 连续 . 事实 上 ， 
假定 PECC(S), 那 么 存在 某 一 个 3P. XX 是 开 集 ,所 以 
FIC) 及 fC(XN5) 在 户 同 时 连续 或 同时 不 连续 . 由 于 后 者 在 PP 
是 连续 的 ,所 以 前 者 也 连 绪 . 这 样 就 证 明了 ACC5) 是 连续 的 , 因 
此 了 用 乎 连续 ， 

假定 了 可 测 但 是 无 界 ,. 那 么 对 任何 正 整 数 关 ,可 以 构造 一 个 有 
界 可 测 盖 数 ， 

7 ， 当 A(P) 半 9 时 ， 
fCP) 一 | 当 — mfP} Om 时, 
一 pr， 当 了 f(P) 过 一 mx 时 . 
对 任何 正 数 ,; 取 sm 充分 大 可 以 使 lg|CPIFCP) 关 (PP))) 之 
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ae/2. 令 Di={PIFOPY¥F PY} 那么 了 CD) 一 六 1CCD). 
六 1CCDD 在 CCD) 里 有 界 可 测 , 因 此 存在 一 个 点 集 DEC4PDi) 使 
zfDP<e2 并 且 六 ICCpUDs 在 CPUDs) 里 连续 , 因 兹 
了 FICCD; UD 在 CCD,UD;) 里 连续 ,我 们 看 到 
[gD UDP) < es/2 ce/2 = €, 

因此 六 几乎 连续 . 

充分 性 ”假定 f 几乎 达 续 ,不 妨 再 假定 有 界 ( 当 了 无 界 时 ， 
可 像 证 遇 必 要 性 时 一 样 处 理 ? ,因此 对 每 个 正 整 数 mx, 存在 一 个 点 
集 9。, 使 jalk6sw<172 并 且 ICCS。) 在 C5) 里 连续 , 邻 了 ,二 


Us 那么 lal(T-) 之 1/2". 由 定理 1. 6. 1, 存 在 一 个 开 集 了 之 


Ts 使 |1alfY <172" 1 当然 CCVw) 在 CIY。) 里 连续 ,CC7。) 
闭 , 所 以 AICCV.) 可 以 扩张 为 一 个 在 总 里 连续 的 函数 /根据 


Tietze 定理 ). 令 5S = 们 V。 ,那么 由 于 V. 单调 减 小 并 且 |x| 07。) 
忆 十 ce ,得 到 julC5) = lim La。) 一 0. 假定 一 点 PECCS), 那 
么 存在 一 个 mw 使 P EE Cov。 ). 于 是 就 有 
OP) = flew CP) 一 feP), 是 守 i 
因此 ， 
limf(P) = (PY. 

这 就 是 说 ,到 在 CS 里 处 处 收效 手 ff. 因此 fF 几乎 处 处 收 人 证 于 
fi 连续 ,所 以 所 可 测 , 因 此 了 可 测 ， 1 

假定 外 是 一 个 空间 {不 一 定 是 拓扑 空间 ) ,jp 是 在 一 个 由 六 的 
一 些 子 集 组 成 的 a 环 上 定 交 的 一 个 测度 ,再 假定 画 数 了 关于 上 可 
测 并 且 1.781950p3217 关 于 可 积分 ,那么 说 EY,(po), 对 任何 两 个 
函数 厂 gES22 CA , 定 交 

-glb= 人 -sldlel 


如 果 当 了 及 # 关 于 14 几乎 处 处 相等 时 就 把 了 及 5 看 作 是 所 0P) 
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的 同一 个 元 素 , 那 么 由 Minkowski 不 等 式 知道 | 7 一 g | ,可 以 看 
作 了 和 g 的 拒 离 , 称 作 了 和 &g 的 区。 下 高. 在 这 样 一 个 距离 的 概念 
下 ,上门 是 一 个 尺度 空间 . 

假定 一 个 尺度 空间 中 的 一 列 元 素 {ze}, 当 任意 指定 一 个 正 数 
6 后 ,一 乍 存 在 正 整 数 六 ,使 对 任何 两 个 号 码 mr>N 及 n>NN ,都 有 

d(x Tn) < ER， 

这 里 4 表示 距 调 ,那么 称 {z。} 是 一 个 Cauchy 序列 . 

模仿 定理 1. 6. 3 的 证 明 , 可 以 证 明 下 面 这 个 一 般 的 事实 . 

引 理 3 假定 yj 是 住 意 的 测度 ,Pp 之 1, 调 {有} 是 加,(p2) 的 一 
个 Cauchy 序列 (在 约 , 距离 的 意义 下 ), 那 么 {fm) 有 一 个 子 列 
[fm 2) 几乎 一 至 ?地 收 印 于 一 个 唯一 的 元 素 FE (jy ,并 是 


lim | — flrdipl| =0, 
lim [7% 1°dn = [lan 


| ff | < 工 /全 ， 


不 入 假定 wettmt 于 是 
| fa 一 fm, | 1 二 1， Dar 


因此 ,如 果 令 Si 一 1P|I, (PP 一 oP)| 之 1/2), 那么 


二 十 1 


aS) < 1/2, 


并 且 
LA CP — fi PD/2, PE CS. 


因此 对 任何 正 整 数 ,217 CP) 一 /CPJ 在 科 C5 = 
j Sj 里 一 致 收 人 钱 。 因 此， BD mlP) 一 fCP)) 在 


j 5S 里 一 致 收 王 由 N 是 任意 的 ， 可 得 也 Cs 一 扩 在 


39 


cf 门 忆 sj 里 处 处 收 售 .现在 


如一 上 
a MN Us = lmla( Us nm Ri 0, 


=! 卡 二 Te 


所 以 > Cf 一 六 ) 几乎 处 处 收效 于 一 个 函数 雪 


Cf 一) 几乎 一 致 收 全 ,所 以 几乎 一 致 收 鳅 于 &, 也 训 


是 当 时， (Cf 一 ,) 几乎 一 致 收 合 于 g. 令 =f 十 8g, 屠 
么 { 户 ) 几 乎 一 致 收效 于 扩 
当然 可 测 . 又 因为 几乎 处 处 


If la Ff 十 Df,,, fm,) 


Sf + Bf, —f,) 
由 Minkowski 不 等 式 , 不 等 号 右边 的 级 数 的 和 属于 多 (pg). 所 以 
TE 0。 


1 


(fifo ta) "< > ST ~ fo, ldlal 


liF 


因此 
tim |If — falnl 一 
所 要 证 明 的 另 一 个 等 式 可 以 由 这 个 等 式 得 到 . | 
一 个 尺度 空间 的 任何 收 敏 序列 一 定 是 Cauchy 序列 ,但 是 
Cauchy 序列 不 一 定 收 化 . 如 果 一 个 尺度 空间 的 任何 一 个 Cauchy 


序列 一 定 收 证, 就 说 这 尺度 空间 是 完备 的 . 
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假定 A 和 B 是 两 个 尺度 空间 ,B 完备 . 如 果 存 在 一 个 单价 的 
映射 (就 是 一 对 一 的 上 映射) 把 4 上 遇 入 BB, 使 4 里 任何 两 点 的 距离 
(在 4 的 扩 度 下 ?都 等 于 它们 的 像 间 的 距离 (在 号 的 尺度 下 ) ,并 且 
4 的 像 在 召 里 处 处 负 密 ,那么 说 吾 是 4 的 完备 化 . 

对 一 个 尺度 空间 4 , 闪 可 以 用 下 面 的 方法 构 进 出 一 个 完备 化 
B 来 . 

把 4 的 每 个 Cauchy 序列 {P,} 看 作 一 个 元 素 P. 假定 两 个 
Cauchy 序列 {Pi} 太 {Qoh 当 各 了 50 时 dP )*0; 这 里 4 表示 
4 上 的 尺度 ,那么 说 (PP 及 (QQ 等 价 . 等 价 的 序列 看 作 同 一 个 元 
素 ,然后 对 两 个 元 素 P= { 五 友 他 一 { 六 是 文 它 们 的 瑟 离 ; 

a(P,Q) = limd(CP。,Q。) 

不 难 证 明 , 这 样 定义 是 合理 的 ,而 且 2CP,@) 满 足 尺 度 的 条 
件 . 于 是 这 些 元 素 忆 的 全 体 在 尺度 过 下 成 为 一 个 内 度 空 间 吾 . 这 
个 台 就 可 以 看 作 4 的 完备 化 . 此 外 ,在 保持 下 离 的 单价 爱 射 下 ,所 
有 的 完备 化 都 是 等 价 的 . 

根据 完备 化 的 定义 .定理 1.6.3 及 引 理 3, 可 以 得 到 

定理 1.6.5 假定 和 是 完全 正常 空间 ,x 是 世上 揭 一 全 正则 、 
5 有 限 的 (如 ?测度 的 完备 化 ,那么 ,C0 是 W(X) 在 从 尺度 下 
的 完备 化 . 

特别 , 当 yg 是 FEF" 上 的 Lebesgue 测度 并 且 p= 二 1 时 ,这 个 定理 
说 明了 了 Lebesgue 积分 跟 连 续 钞 数 的 积分 的 概念 的 关系 . 正 是 由 于 
2 (CA 的 完备 性 ,使 Lebesgue 积分 具有 Riemann 积分 所 不 能 比 
所 的 理论 意义 . 

定理 1. 6.2 的 补充 在 定理 1.6.2 的 证 明 过 程 中 ,实际 上 已 
经 证 明了 下 面 更 广泛 的 结果 ， 

定理 1.6.2 假定 芝 是 一 个 完全 正常 的 空间 , {XX;} 是 蔷 的 


一 列 单调 增加 的 开 子 集 , 使 Ux 一 XX, 把 在 天 里 有 答 连 续 并 二 


在 CCX,) 里 等 于 0 的 函数 全 体 记 作 .2 如果 出 是 一 个 在 -5008X) 
&1 


里 定义 的 线性 活 函 ,在 每 个 . 听 '; 里 的 限制 都 连续 ,那么 存在 唯一 
的 正则 sc 有 限 的 ( 召 ) 测 度 产 使 当 ECXI) 时 ， 

$0 = jman (1. 6. 10) 

在 定理 1. 6.2 原来 的 假设 下 ,事实 上 可 以 证 明 存 在 唯一 的 正 

由 .oc 有 限 的 (如 ?测度 Ar 使 41. 6. 10) 成 立 . 这 是 因为 yj 在 .CX) 

里 连续 ,所 以 存在 一 个 正 数 2 使 对 所 有 的 子 E .+ 具 要 


| 了 <a, 都 有 下 式 成 立 ， 
[sD 1. 


考虑 任意 fE .oCX) ,那么 e 2xC5 ,并 且 | 让 条 | a. 


因此 中 请 站 = < 


从 而 有 gD)| < Al. 
所 以 当 OfE (XY) 时 ， 
LD = sup 8) < 十 fF. 
日 之 三 之子 二 


因此 
同样 rR_(X) < 17a， 


定理 1.6.2 假定 瑟 是 完全 正常 的 空间 ,{X;} 是 一 列 开 集 ， 
Ux.— 下 ,并 且 衣 ; 守 六 jG = 1,2)-…), 如 果 # 是 在 ,CX) 上 


定义 的 一 个 正 的 线性 泛 函 ， 那么 存在 一 个 肉 一 的 正则 、s 有 限 的 正 
(B) 测 度 使 当 AE.VtX) 时 ， 
yf) = [ax 
证 明 由 定理 1. 6,2 ,只 要 证 明 区 在 每 个 .党 ,上 的 限制 是 连 
续 的 就 行 了 .随便 取 一 个 35, 作 一 个 函数 hE ;1,8 守 0, 并 且 当 
PEX; 时 ,RC(P)=1, 那么 对 任 柯 一 个 了 E35， 
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A 
TF * 


成 并 . 令 %CR) 一 朵 ,那么 由 于 | 用 兰 广 得 到 

| 有 人 和 妥 机 1 和 委 外 大雪 让， 大 和 2 
因此 ,对 任何 正 数 s, 只 要 取 8 一 sy/ 邮 ,那么 对 任何 fE.% 及 gE 
0, 当 上 ff 一 gg <6 时 ， 

sf — eRMIiFA—-g| < 

四 此 :, 节 在 .党 ,上 的 限制 是 连续 的 (其 实 是 一 致 连续 的 ) | 

以 上 说 明了 完全 正常 空间 上 的 正则 .ec 有 限 的 (8) 测评 的 主要 
特点 . 这 些 讨论 推广 了 古典 的 Radon 测度 的 理论 . 一 个 Radon 测 
度 就 是 Fr 上 的 一 个 C8) 测度 , 它 在 的 每 个 有 界 子 集 里 所 分 布 
的 质量 有 限 , 因 此 是 开 = 有 限 的 ,也 因此 是 正则 .za 有 限 的 . 

我 们 这 里 所 作 的 这 种 推广 眼 别 的 文献 上 的 不 一 样 . 通常 大 家 
把 Radon 测度 的 概念 推广 为 局 部 紧 致 的 ( 即 每 一 点 有 邻 域 , 它 的 
包 紧 致 J)Hausdortf 空间 上 的 正则 (8B) 测 度 , 不 过 要 求 在 每 个 紧 歼 
集 上 分 布 有 限 的 质量 外. 这 种 推广 是 由 于 Lie 群 的 分 析 表 示 理 论 
的 需要 产生 的 ,后 来 影响 了 分 析 的 许多 分 支 ,首先 是 调和 分 析 ,其 
次 是 概率 论 及 位 势 论 , 但 是 完全 正常 空间 ,万 至 于 尺度 空间 ,都 未 
必 局 部 紧 致 . 因此 这 种 推广 对 于 像 位 势 论 这 样 的 分 支 并 不 是 完全 
适当 的 . 所 以 这 里 用 完全 正常 宝 间 来 代替 . 当然 ,局 部 紧 致 空间 也 
未 必 是 完全 正常 的 ,其 至 于 未 必 蚌 正常 的 . 这 里 不 打算 讨论 Radon 
测 诬 理论 的 不 同 的 推广 之 间 的 关系 ， 


习 是 
1， 证明 F 的 子 集 族 (B) 就 是 有 理 细 胞 全 体 所 党 殉 的 so 环 . 
2. 《1》 证 明 在 尺度 空间 苹 的 一 个 紧 致 子 集 尺 里 定义 并 且 


DD 可 以 参考 Halmos，Measure Theory ,第 五 章 . 有 中 译本 《测度 论 3( 王 建华 译 )， 
科学 出 版 社 ,1958.1980. 
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连续 的 阔 数 了 是 一 致 连续 的 ,就 是 对 任何 正 数 ,存在 一 个 正 数 5， 
使 对 任何 距离 不 超过 的 两 点 PEK 及 QEK,|fCPD 一 ff(Q) | 过 
E 成 立 . 

《2) 假定 上 是 尺度 空间 忆 上 的 一 个 正则 .se 有 限 的 (B) 测 度 
的 完备 化 ,了 是 芒 的 紧 致 子 集 下 里 定义 并 且 连 续 的 函数 ,那么 


| dx 可 以 用 Riemann 方式 定义 如 下 
| an 一 lim > FO) CE,) . 


这 里 UE 二 KK, 每 个 EE, 是 开 集 或 者 闭 集 , lim sup A(E,) 一 0， 
ad(E,) 表示 五 的 直径 ,并 且 lim 人 ul (号 门 瓦 ) 一 0. 
| 


En 


又 UE 一 这 条 件 可 以 改作 
lim( JA (K\UE) + I UE\K)}=0. 
$1.7 测度 的 浑 收 敛 


假定 蕊 是 一 个 完全 正常 空间 , {X;} 是 的 一 列 单调 增加 的 


开 子 集 使 LX; 一 X, 再 假定 及 pm 一 1,2,…) 是 关上 可 列 个 


正 贴 的 .= 有 限 的 (8B) 测 度 , | p61 Xi) 过 十 oo. 如 果 对 每 个 了 E 
A ), 


lim |7am = |fdx, 
闭 么 说 {pm} 浑 收 襄 于 ,pr 是 [jo} 的 浑 极限 . 
于 画 我 们 在 某 种 特殊 情形 下 进一步 研究 浑 收 伍 的 概念 . 所 加 


的 限制 看 起 来 有 点 繁琐 ,不 过 所 谈 的 特殊 情形 ,实际 上 却 包括 了 
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E” 上 的 Radon 测度 作为 特例 , 为 了 便于 理解 和 记忆 ,读者 可 以 用 
这 种 特例 当 模 型 来 设想 . 
定理 1.7.1 假定 六 是 一 个 完全 正常 空间 ,{Xi;! 是 四 的 一 列 


开 子 集 使 UX, ~ 下 并 且 叉 :三 X,,1,i 一 1,2,…, 青 假定 (16) 是 
上 一 列 正则 的 .o 有 限 的 (B) 正 测度 ,对 每 一 个 f€ 95CX)， 
(au 都 收 伍 | 当然 ,| /Jan 有 限 ] ,那么 {p.} 浑 收 全 
证 明 对 每 个 /E .学 ) 售 
xp = lim jam， 
那么 由 六 是 一 个 .将 okX》 上 的 正 线 性 汉 旺 . 因此 ,由 定理 1. 6. 2 
知道 ,存在 一 个 正则 的 。 有 限 的 (8) 正 测度 ,使 


yf = far 


因此 ,tm} 活 又 证 于 | 
当 {ew} 浑 收 合 时 ,作为 一 列 集 函 数 来 看 , {6} 有 和 什么 特点 呢 ? 
我 们 考 上 韦 尺 度 空 间 的 特殊 情形 , 先 证 明 
引 理 1 慨 定 式 是 一 个 尺度 空间 ,w 是 和 上 的 一 个 正则 的 ,ce 
有 限 的 (4B) 测 度 , 那 么 对 天 的 任何 一 个 紧 致 子 集 E 及 EE 的 任何 一 
个 邻 域 如 ,存在 一 个 开 集 VV, 使 EccVSU 且 
[gl (BC = 0. 
证 明 ”我 们 上 先 证 明 ,对 一 点 DPE, 存在 一 个 正 数 4, 使 至 多 只 
有 可 列 个 正教 >E (0,a) 满 足 
Ja| SCP,r)) > 0, 
这 里 SCP,r) 表 示 用 PP 当中 心 ,r 当 半 径 的 球面 ， 
事实 上 ,jy 是 开 s 有 和 限 的 ,因此 存在 一 个 开 集 G3 了 PP 使 | | (G) 
达 十 ,而 且 存 在 一 个 正 数 4 使 闭 妹 天 (FE,a) 玛 C. 因此 ， 
x|(KKRCP ,a)) 过 十 oo, 从 而 对 每 个 正 整 数 台 ,下列 集 合 是 一 个 有 
限 集 ; 


B53 


rill SCP) 宇 1/m 并 且 0 之 7 之 4a). 
因此 下 列 集 合 是 一 个 可 列 集 ; 
rig|lCStP,r) > 0 并 有 0 <r <a} 


= {rlinlC(P,n) > 二 并且 0<r<<o 


这 就 证 明了 上 面 所 说 的 事实 . 

现在 假定 玖 是 区 的 一 个 紧 致 子 集 , 坟 是 五 的 一 个 邻 域 . 由 上 
面 的 事实 知道 用 每 一 点 PEE 作 中 心 可 以 做 一 个 球 玉 使 责 术 
并 且 |Al(B( 天 让 一 0. 对 所 有 的 GE 五 ,这 些 球 的 全 体 覆 盖 了 EE. 央 
此 存在 有 限 个 这 种 球 到 ,，…' 天 w* 使 


™ ™ 
EcCUKkSUEcv. 
ta ] f=: 


令 V 一 UK 那么 了 有 引 理 1 所 说 的 性 质 ， | 


按照 数学 家 们 近来 的 习惯 ,局 部 紧 致 的 Hausdorff 空间 上 的 
紧 致 有 限 ( 在 每 个 紧 致 子 集 里 全 变 差 有 限 ) 的 正则 的 (B) 测 度 蔬 做 
Radon 测度 (H. Cartan) ,或 者 Baire 测度 CHalmos), 或 者 正则 的 
Borel 测度 CHalmos). 可 以 看 到 ,特别 对 于 局 部 紧 致 的 有 可 列 拓扑 
底 的 尺度 空间 ,正则 的 as 有限 的 (8) 测 度 跟 Radon 测度 是 相同 的 
引 理 2 从 一 个 局 部 紧 致 .有 可 列 拓扑 底 的 空间 头 中 可 以 好 

一 列 开 于 集 { 叉 ,} ,每 一 个 你 紧 致 ,并 有 下 人, 守 Xi41, 山 X 一 双 . 
证 明 对 每 一 点 PE 区 有 一 个 邻 域 V 使 紧 致 .这 些 普 全 体 
盖 了 及 . 男 奸 一 方面 ,假设 iG;} 蚌 一 组 可 列 的 拓扑 底 ,那么 每 个 
7 都 是 一 些 C, 的 和 和 集 . 这 些 G; 是 Y 的 子 集 , 因 此 GG; 紧 致 (因为 互 
二 ,而 紧 致 集 的 闭 子 集 是 紧 致 的 }. 因 此 可 以 从 这 组 拓扑 底 中 挑 


出 一 部 分 有 紧 致 包 的 G,, 它 们 全 体 记 作 { 开 ,) ,那么 Un, Xx, 


令 蕊 一 五 ,那么 % 紧 致 . 部 被 有 限 个 H; 所 办 姜 , 这 有 限 个 
互 , 的 和 集 记 作 X,, 那 么 下, 导 X, 并 且 六 紧 致 , 同样 ,和 被 有 限 个 
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五 ; 所 蓝 盖 ,再 把 这 有 限 个 Hi 的 和 集 记 作 X3: ,那么 名, 守 义 ; 并 且 
及 ; 紧 致 , 这 样 继续 下 去 就 得 到 一 列 {X,} 合 平 所 说 的 要 求 ， 

假定 函数 在 一 个 拓扑 空间 里 定义 ,那么 {PLACP) 关 9} 称 作 
的 支柱 或 云集 . 

对 局 部 紧 致 并 卫 有 可 列 底 的 空间 和 ,其 中 有 引 理 2 所 说 的 那 
样 一 列 大 ,2 和) 网 定理 1. 6.2) 就 是 支柱 紧 臻 的 连续 函数 全 
体 . 以 后 如 果 没 有 另外 声明 ,对 一 个 局 部 紧 致 的 有 可 列 底 的 拓扑 空 
间 ,.2 交 (XI) 都 玫 示 支柱 紧 致 的 连续 本 数 全 体 . 

定理 1.7.2 假定 下 是 局 部 紧 臻 的 有 可 列 底 的 尺度 空间 ,jy 
下 后 是 天 上 一 列 Radon 正 测度 . 如 果 对 每 个 开 子 集 玉 , 当 碧 紧 臻 
并 且 jCBCE)) 二 0 时 ,者 有 

lim pm (E) 一 pCE), (1,7. 1) 


[i 


那么 {pm} 浑 收 合 于 jy. 反 过 来 ,如果 {16} 浑 收 襄 于 ;那么 对 任何 
一 个 (8B) 子 集 五 ,只要 jtB(E))= 一 0,(1.7.1) 就 成 立 . 

证 明 假定 /E.Go(X), 了 的 支柱 记 作 UU, 那 么 了 在 U 里 一 
致 连续 . 所 以 可 以 作 一 列 有 限 开 覆 盖 访 (5%} ,使 当 上 充分 大 的 时 
小 于 e. 现在 选 定 一 个 充分 大 的 使 上 面 的 事实 成 立 , 并 且 使 


[Jian — BAPruE) |<e, 
BEE, 


这 里 { 五 } 表 示 组 成 97 的 开 集 全 体 ,P;:E Ei 由 $1.6 习题 2, 这 样 
选择 5 是 可 能 的 , 非但 这 样 ,由 引 理 1, 可 以 选择 2 使 所 有 的 EE; 
紧 致 并 且 (BCE,)) 一 0. 

另外 ,由 于 limpn (Ei 站 EE) = pA(Ei 门 ED), 所 以 对 每 个 pm, 当 
有 充分 大 时 ,9 也 符合 《1.6 习题 2 所 说 的 要 求 . 因此 对 每 个 pz.， 
存在 一 个 &. 衫 使 当 五 疙 ks 时 ， 


Jfapm — 5 FQ mF) |e 
F Es, 
不 妨 假定 每 个 FF; 包含 在 某 一 个 E; 里 ,所 以 
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D2) FP) pa (BE;) 一 ,SP CD 


BE 
> fF(Q Nan CF) = b> Dra, J pa CF)). 
FE 站 EE 三 世 


因此 
SY feQ pF) — YY fCP YE,) 


FE EE er 


= 5) CQ — fFP Np FE)) 


EES": FEE, 


+ > FP) Cp E) 一 pCEN). 


EE me 
由 于 pt 下 -=p(F)) ,可 以 选择 正 数 NN ,使 
[EE) 一 AC(E)| Ee m>N, EE 
因此 
| BD FDC — > fFPVAED | eM + emax|f(P)|. 
FE, EESr, PE 了 


从 而 有 


| fax - [fdp | < oe, m>N, 


这 里 a 是 一 个 常数 ,所 以 {Ao} 浑 收 伍 于 x 

现在 证 明定 理 的 第 三 部 分 . 假定 正 测度 列 { jg} 浑 收 钱 于 产 , 那 
么 显然 是 一 个 正 测度 . 因为 不 然 的 话 , 有 一 个 紧 致 党 五 使 ptEE) 
< 之 0. 于 是 由 Urysohn 引 理 ,可 以 作 一 个 连续 函数 六 0<A<s1 ,在 
忆 土 一 1, 而 在 豆 的 一 个 邻 域 了 的 外 部 了 =0 并 且 gC(V\E)<< 
jp1(E). 因 此 | ap < 0, 这 与 lim | du = | ya 这 个 假定 矛盾 

现在 假定 有 一 个 (B) 集 EE,x(BCE))=0 而 lim pn (E) 一 AKC( 吾 ) 
不 成 立 , 那 么 一 定 存在 一 个 正 数 a, 使 有 无 限 个 m 满足 

| pw( 吾 ) 一 A(E)| > a. (1.7. 2) 
作 两 个 开 集 U 和 VV 使 YUODOUDDBCE), 并 且 jCV)<a/2. 可 以 
作 一 个 过 续 函 数 使 0 和 f/f 志 1, 而 在 上 f=1;: 在 EUUV 的 外 部 
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了 二 人 .于 是 


[9 


| an 一 pu(E) 十 fdp, 


Uirey 
|mam 二 和 人 | me 
对 几乎 所 有 的 天 ， 


fan — jan 
所 以 由 届 .?.2) 知 道 存 在 无 数 多 个 sx, 使 
ffae 加 | 7an| > 字 : 


玖 


可 是 0 氨 | an < e/2, 所 以 有 无 数 多 个 (i 一 1,2,…) ,而 < 
ma< 使 


HC) > | fdp > 三. 
' EE ' 2 


现在 作 一 个 连续 函数 g,0<g 志 1, 在 U 上 g 一 1 而 在 CV} 上 
2 


Jadx, (VU) > 


BP 去 pw) < 4. 


这 表示 | gd 不 收 仇 于 jgdx, 眼 假设 巴 盾 。 

定理 1.7. 3 选择 定理 ) 很 定 蕊 是 局 部 紧 致 的 有 可 殉 底 的 尺 
度 空 间 ,f1e} 是 碟 上 一 列 Radon 正 测度 ,再 假定 对 每 个 紧 致 子 集 
Clpm(C)} 有 界 , 那 么 {ps) 有 浑 收 证 的 子 列 . 

证 明 由 引 理 2,X 是 可 列 个 单调 增加 的 开 子 集 X; 的 和 和 集 ， 
每 个 及 紧 致 . 

对 每 个 部 构造 一 列 有 限 开 覆盖 族 15 4} 使 

lim sup dE,) 二 几 ， 


EE 


9 


这 里 < 人 E ?表示 EE 的 直径 . 对 固定 的 &, 把 同属 于 2 的 每 两 个 开 
集 EE, 及 E,; 的 差 集 及 交集 作出 来 ,于 是 得 到 有 限 个 两 两 不 相交 的 
(8B) 集 ,这 些 (B) 集 全 体 记 作 ,24. 8 是 XXX; 的 一 个 有 限 的 履 盖 族 . 
对 所 有 这 些 覆 盖 族 ,其 中 的 (B) 集 一 共有 可 列 个 , 记 为 D(j 二 1 ,2， 
se] 

由 假设 ,对 每 个 DD;, {pm 4D;)} 有 界 , 因此 首先 可 以 选择 {jp} 的 
一 个 子 列 {8} 使 {pCD1)} 收 人 铝 . 再 从 {p99} 中 选择 一 个 子 齐 
{pe 使 (pCDs)) 收 证, 又 可 以 从 1 1} 中 选择 一 个 子 列 {p23 ;使 
{pA《(D3)) 收 合 . 因此 得 到 一 列子 列 {fp0)} ,满足 {p99} 二 {pT 中 } 
并 且 {p CD; 冰 收 钱 .现在 令 二 wm, 那么 对 每 个 Di, tv 5D)} 收 
效 ， 

由 定理 1. 7.2 证 明 的 人 前半 部 分 所 用 的 办 法 可 以 证 明 : 对 任何 
一 个 FE,(R)， 


|faw, 一 | an -日 ， mn ooo, 


因此 { | 7aw} 收 生 .由 定理 1. 7. 1 知道 fw } 浑 收 化 ， 

对 于 变 叶 测度 的 浑 收 薰 ,我 们 先 证 明 

引 理 3 如 果 开 是 局 部 紧 致 的 有 可 列 底 的 尺度 空间 . 假定 天 
上 一 列 Radon 测度 {po) 浑 收 分 ,那么 毒 一 点 瑟 和 各 有 一 个 邻 域 辟 
使 mrCD<M 有 AD< 册 ,这 里 于 是 与 知 无关 ,但 可 能 与 
有 关 的 一 个 正 数 . 

证 明 ”假定 {A} 浑 收 伍 于 六 随便 取 一 点 PEXX, 作 了 的 一 个 
分 域 使 cr 及 PC) 者 有限, 我 们 证 明 : {ws UP})) 
是 有 界 的 ,这 里 {TP} 表 示 单 独 由 了 构成 的 点 集 ( 如 图 1)， 

要 不 然 , 存 在 一 个 vE {pgm}, 使 

mm CLAN > 4. 
因此 ,存在 一 个 紧 致 集 ECCUINP)) ,使 
uCE) > 4. 
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可 以 取 一 个 并 和 集 玉 才 E, VICECOIMPD, 全 | (CPPTANE 及 
wwiEi)》 小 得 使 下 式 成 卫 ， 
wtE,) 一 vv \E,) — .CVANE,) > 4, 
定义 -“ 个 连续 函数 广 , 它 在 E, 上 等 于 1; 在 Vi 以 让 谷 于 0, 在 Ts 
五 | 上 0 反方 过]1. 于 是 
|man > 4. 
可 是 ， 
lim |Aam 一 | ran 
等 号 右边 的 积分 的 绝对 值 小 于 
pV pAPD+1 TAU Tp U1, 
| au 
现在 作 太 的 一 个 邻 域 使 (CVDP 并且 使 
PATIENT HT mV PP}) < 1 


同样 道理 存在 一 个 测度 vs Up ln 富有 及 一 个 连续 明 数 fs OE 
二 夸 1,fz 的 支柱 包含 在 UM\MP} 中 ,而 


RU UD (1,7,3) 


?1 


rd > 42 


这 样 继续 下 去 ,得 到 一 列 连续 函数 CA 及 一 列 测度 {w}S (my 使 
下 列 事 实 成 芯 : 

(1) 0 安庆 大 1 广 的 误 柱 全 (PP 和 5 汝 关 时 无 及 方 的 支 
柱 不 相交 . 


(2) | Pdm > 4 ££ 二 ] 2.", 


(3) 令 玉 = > (C112) ,那么 连续 和 且 0 所 所 1 
所 所 
DD phd 


(5) yr MD TU MP 1 
1=i4) 
这 里 之 于 -1 也 好 像 Er: 之 于 入、 


由 (2),(3) ,C4),(5) 得 到 
[fa > 2 — pr C0) 一 下 -CCD 一 全 证 -ac 


这 跟 {Apv} 浑 收 误 的 假设 矛 于 ， 
如 果 一 个 点 集 的 任何 一 个 开 覆 一族 包含 一 个 有 限 的 子 覆 盖 
旗 ,那么 这 点 集 是 紧 致 的 . 由 Heine-Borel 定理 知道 ,E" 中 一 个 点 
集 紧 致 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 有 界 且 闭 . 由 引 理 3 及 紧 致 的 概 
念 知 道 ,如果 吾 上 一 列 测度 {pom} 浑 收 合 , 那 么 对 于 任何 一 个 紧 到 
集 C,{pmr CC} 及 {pm (C)} 有 界 . 
-由 此 得 到 
定理 1.7.4 世上 一 列 Raden 测度 (pe 浑 收 侣 的 充分 而 且 必 
要 的 条 件 是 ; 
《1)》 {pnr 及 {pm-} 在 任何 一 个 紧 致 集 上 的 数值 有 界 . 
2》{P+ 的 任何 一 个 浑 收 伍 子 列 {pn+i 的 相应 的 子 列 
{p -} 浑 收 航 ,并且 它们 的 极限 的 差 与 4) 的 选择 无 天， 


?2 


(4) 


< A) + 1. 


忆 上 的 正 Radon 渊 度 的 浑 收 化 的 概念 是 Radeon 及 Frostman 
创始 的 . de la Vallee Poussin 用 定理 1.7.2 所 说 的 条 件 当 作 下 上 
Radon 测 府 收敛 的 定义 ,在 FP" 的 特殊 情形 下 建立 了 定理 1 7.2 的 
前 半 部 分 . H. Cartan 在 局 部 紧 致 的 Hausdorff 空间 的 测度 全 体 
上 ,利用 上 面 所 谈 的 浑 收 伍 的 概念 定义 了 浑 Cyague) 折 扑 . 像 这 一 
节 所 说 明 的 浑 收 敏 与 de la Vailée Poussin 的 收 敏 概念 对 正 Radon 
测度 是 等 价 的 ,不 过 对 变 号 测度 不 等 价 . 事实 上 ,de la Valiee 
Poussin 根据 他 的 收 伍 定义 ,对 选择 定理 作 了 错误 的 推广 . 另外 一 
方面 ,H. Cartan 定义 是 把 测度 当 作 .YtXX) 上 的 泛 匡 来 看 的 . 原 
先 这 概念 跟 de la Vallee Poussin 的 收 合 概念 的 关系 并 不 清楚 . 本 
节 内 容 眼 更 一 般 的 讨论 见 ¢ 厦 门 大 学 学 报 六 1962 年 第 4 期 ). 


悦 是 


1. 假定 是 完全 正常 的 空间 ;点 麟 {Pn} 守 区, 证明; {ep 1+ 浑 
收 襄 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 {PP,} 收 证 

2，。 用 7 表示 EF 上 的 Lebesgue 测度 , 对 一 个 正 整数 mr ,CC 家 
示 细 胞 : 

1702 lm ns 

r 在 Cs 上 药 限 制 记 为 韦 . 证 明 {2"m"t} 浑 收 人 证. 极限 是 什么 测度 ? 

3. 巨 上 的 浏 度 列 5m 一 5_- yn《m 王 18) 浑 收 合 吗 ? 极限 是 
什么 ? 又 rms 一 me- 1m 浑 收 状 吗 ? 
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第 二 章 ”位 势 及 上 调和 郴 数 
$2.1 位 势 概念 的 由 来 


假定 三 维 欧 氏 空间 中 某 一 点 O 有 一 个 点 源泉 ,每 单位 时 间 流 
出 体积 等 于 常数 关 的 理想 流体 , 赣 是 没有 其 他 的 因素 ,那么 流体 的 
质点 将 沿 从 已 点 出 发 的 射线 流动 ,并 且 速 度 跟 射线 的 方向 无 关 ， 
因此 在 空间 中 任意 一 点 卫 , 流 体质 点 的 速度 可 以 表示 为 
ve = rovtr?}, (2.1.1) 
这 里 x 表示 OQ 到 PP 的 距离 ,ro 表示 从 口 到 己 这 方向 的 单位 癌 量 ， 
速度 的 大 小 wkr)? 可 以 这 样 块 定 :考虑 用 咏 点 作 中 心 、. 半 径 等 
于 a 的 球面 瑟 , 昌 于 流体 每 单位 时 间 内 流出 三 的 体积 是 上 ,我 们 得 


到 
大 一 由 ee， “过 二 一 中 eas 一 dna'v(a). 
到 之 
这 表示 
1 
Za 一 ra 
由 此 得 到 
-rl 
i) =rnii CZ, ]. 2) 
由 于 去 是 | 一 疡 十 c| 对 + 的 导数 ,因此 
Rl ,0 kA1l_ ,<1 
了 | 一 去 kt | 4 六 | drr 


这 说 明 vtP) 这 向 量 场 有 位 势 函 数 
74 


ED) 一 一 站 工 ， 《2. 1. 3» 


4 区 rr 
这 里 我 们 假定 在 无 限 远 的 地 方 亿 势 等 于 0, 于 是 积分 常数 取 作 0. 
现在 假定 注 朱 连续 地 分 布 在 一 个 区 域 Y 上 ,这 时 候 流 体 速 度 
场 的 位 势 函 数 可 以 这 样 考虑 :从 站 里 任意 取 一 个 小 区 域 5V 来 看 ， 
假定 分 布 在 8 里 的 源泉 每 单位 时 间 流 出 体积 等 于 的 理想 流 
体 , 又 把 这 部 分 深 泉 在 任意 点 己 所 产生 的 位 势 的 数值 记 作 
6 和 (P) :这 里 也 同样 假定 在 无 限 远 处 5 下 一 0 那么 由 (2. 1, 3) 得 到 


PCP) a — Bk pOY 


4 由 开关 ” 
这 里 + 表示 PP 到 6V 里 任意 取 定 的 一 点 日 的 距离 ,上 表示 6Y 的 每 
单位 体积 在 单位 时 间 内 流出 的 平均 的 流体 体积 . 因此 ,所 求 的 位 势 
是 


BP) = DBP) 一 一 ls dy. C2. 1. 4) 


在 这 积分 中 ,pg 表示 当 6VY 收 化 于 一 点 信里 的 极限 ,也 就 是 速度 
场 在 人 @ 点 的 散 度 .位 势 玫 (PP) 称 作 g(t 了) 的 Newton 位 势 . 

产 既 然 是 速度 场 的 散 度 ,那么 也 就 是 位 势 (P) 的 梯度 的 散 
度 ? 所 以 得 到 Poisson 方程 


AG(P) 一 jk dV, 一 = (CP), (2.1.5) 


这 里 仿 表 示 站 里 的 变动 点 ,rre 表 示 忆 和 龟 这 两 点 的 距离 , dVe 表 
东 这 三 便 积分 是 对 变动 点 @ 取 的 . 在 上 面 的 推理 过 程 中 , (2. 1. 5) 
式 里 的 Laplace 算 子 只 对 PEV 有 意义 .不 过 如 果 把 没有 源泉 的 
点 看 作 是 散 度 等 于 0 的 源泉 的 所 在 地 ,那么 源泉 分 布 欧 区 域 耻 总 
可 以 看 作 全 空间 ,于 是 (2. 1.5) 这 个 方程 对 空间 中 任何 一 点 已 有 
意义 . 只 不 过 当 五 落 在 没有 源泉 的 区 域 时 ,wa 人 =0, 而 (2.1.5) 变 
成 Laplace 方程 . 

称 作 Newton 位 热 是 由 于 Newton 的 著名 的 万 有 引力 学 说 
当 一 个 质量 等 于 天 的 质点 出 现在 三 礁 欧 氏 空间 中 一 点 怠 的 时 候 ， 
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它 所 产生 的 万 有 引力 场 在 任意 一 点 P 的 强度 是 
FP) =— ri 三 


这 是 假想 在 也 点 放 一 个 单位 质点 时 该 质点 所 受到 的 引力 ,G 表示 
一 个 常数 . 由 于 跟 (2. 1. 2) 形 式 上 类 似 ,这 引力 场 也 有 一 个 位 执 


XP) 二 Gm 二 , 同样 道理 假定 质量 连续 地 分 布 在 一 个 区 域 了 上 ， 
那么 它 所 产生 的 引力 场 的 位 势 应 该 是 
DP) 一 ee Lay, 


入 


这 星 的 5 是 每 单位 体积 所 包含 的 质量 ,也 就 是 密度 . 由 (2. 1.5) 知 
道 AB(CP) = 一 4rca. 假定 采用 适当 的 单位 ,可 以 使 tf = 1, 于 是 
万 有 引力 场 的 散 度 就 等 于 物质 的 负 密度 . 为 什么 万 有 引力 跟 质 量 
成 正比 而 跟 距 离 的 平方 成 反比 ,到 现在 还 馈 乏 理论 的 说 明 , 不 过 根 
据 上 面 的 数学 推理 ,我 们 知道 这 跟 为 什么 引力 场 的 散 度 跟 物 质 密 
度 成 正比 这 样 的 问题 是 等 价 的 . 假如 我 们 能 够 回答 后 一 个 向 题 , 那 
委 跟 距离 平方 成 反比 的 规律 只 不 过 是 三 维 欧 氏 空间 的 几何 性 质 的 
必然 结论 ,正如 土 面 我 们 对 流体 速度 场所 做 的 说 明 那 样 ,是 因为 球 
面积 跟 半 径 平 方 成 正比 . 电磁 现象 的 Coulomb 定律 也 一 样 ， 

由 上 面 的 说 明知 道 ,在 5 维 欧 氏 空 间 里 位 势 积分 的 核 必须 是 
n 一 1 维 超 球面 的 面积 的 售 数 关于 半径 的 原 函 数 . 即 当 n>2 时 ,是 


一 0 一 徊 ;一 ;这 里 0, 表示 (2 一 1) 维 单位 超 球面 的 面积 ， 
即 F55: 当 一 2 时 是 去 1ogr， 这 时 候 我 们 得 到 对 数位 势 
§ 2.2 位 势 U* 和 它 的 连续 性 
根据 $2.1 的 物理 的 理由 ,现在 我 们 给 位 势 一 个 严格 的 定义 . 


假定 A 是 配 上 一 个 Raden 测度 (以 后 也 称 质 量 分 布 或 者 简 
?6 


你 测度 ) ,那么 
— | hogrredpkes)， nn 一 了 
UP) 一 【2.2。]2 
| 二 dueee)， n>2 
叫 刁 gz 相对 于 FF 的 位 势 . 2 全 2 的 时 候 叫 Newton 位 势 ,n 一 2 的 时 
民 叫 对 数位 势 , 这 里 自然 假定 (2, 2. 1) 的 等 号 右边 的 积分 有 意义 
(可 以 是 十 ce 或 一 co) 以 后 凡是 提 到 23 都 假定 是 有 意 六 的. 注 
意 : 这 里 积分 域 FF 省 去 了 .为 了 简便 ，5 也 记 为 U7 
假定 &g 和 vv 是 两 个 Radon 测度 ,那么 
《An — | (2, 2.2) 


叫 敌 疡 和 » 相 对 于 FF 的 相互 能 量 , (xm 叫做 < 相对 于 五 ' 的 能 
量 . 当然 也 只 有 当 (2. 2. 2) 的 等 号 右边 的 积分 有 意义 的 时 候 , 能 量 
或 者 相互 能 量 才 有 意义 . Cp) 也 记 为 CsY)， 

相互 能 量 的 物理 意义 是 使 质量 分 布 v 脱 次 质量 分 布 上 所 产生 
的 引力 场 的 影响 所 需要 的 能 量 . 按 物理 的 想法 ,要 脱离 除非 是 把 负 
载 v 的 物体 无 限 搬运 ,特别 (Cr, p22 蚌 使 性 陪 离 ” 上 自己 的 引力 场所 项 
要 的 能 量 , 所 以 实际 上 是 “消灭 ”2 的 引力 场所 需要 的 能 量 , 因 此 也 
是 产生 这 个 引力 场所 需要 的 能 量 . 按 物理 的 说 法 ,就 是 一 个 引力 场 
所 蕴藏 的 能 量 . 

由 Fubini 定理 得 到 

定理 2.2.1( 倒 反 律 ) 假定 py 和 v 是 Er 上 两 个 Radon 测度 ， 
如 来 Cg) 及 (vyp}r 中 有 一 个 是 有 意义 的 ;那么 

(CRV 一 《AD 
证 明 首先 假定 n 沁 2, 那 么 结论 等 导 两 边 分 别 等 于 


redxkerydv(en) 及 || -5rdv(ea)dw(en) ra" 当然 关于 pe Xv 可 


测 , 因 此 两 边 等 于 (假定 有 意义 的 话 ) |rpo"d Cp X 四 (euro) 


"一 2 的 时 候 类 似 . 1 
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假定 一 个 函数 /CP) (上 映 进 Rr 的 映射 ?在 拓扑 空间 里 的 一 点 
P。 的 邻 域 里 有 意 交 ,而 


n 


那么 说 A(P) 在 Ps 下 半 连 续 , 也 说 一 A(P) 在 P。 上 半 连 续 . 
引 理 1 令 V 是 一 个 拓扑 空间 里 一 点 Po 的 邻 域 . 如 末 一 列 嫩 
数 {f,(P}} 在 VY 里 单调 增加 并 县 
limfatP) = f(P), PEY, 
又 设 每 个 f,《P) 在 P。 连续 ,那么 A(P) 在 Po 下 半 连 续 . 
证 明 内 为 对 任何 正 数 8, 痊 在 一 个 正 整 数 入 ,使 当 #> 六 时， 
Pi 去 广 (PP 十 E 一 JP) 十 所 Fe/(P) 十 E， 


fA(Po) SE lim f(P). | 


定理 2.2.2 令 V 是 一 点 PE EF" 的 一 个 邻 域 .假定 是 世 
上 的 一 个 Radon 测度 ,wz 在 7 的 限制 pjV 是 正 测度 ,那么 Us 在 
Po 下 半 连 续 . 
证 明 因为 U0" 二 0 十 Om, 而 UM 在 户 , 是 连续 的 (为 
什么 ?), 现在 对 一 个 正 数 c 定义 
rpg 当 rpa 六 上 时 ， 
当时 
那么 当 m>2 时 , 当 c 单调 减 小 赵 于 0 的 时 候 , rrza 单调 增加 并 且 
到 ro" 为 极限 , 因此 由 Lebesgue 收 黎 定理 ， 
UY CP) = lim risad CulV YCeo), 


等 号 右边 极限 号 下 的 积分 在 P, 是 连续 的 (为 人 征 么 ?), 所 以 自 引 理 
1 在 Ps 下 半 连 续 . 当 ma 一 2 时 类 似 ， | 
假定 疡 是 拓扑 空间 下 上 的 一 个 (8B) 测度 ,那么 点 集 吾 = {P| 
PEX, 并 且 对 PP 的 任何 邻 域 YV, | |(V)>>0} 称 为 的 支柱 (或 者 
基地 ). 的 支柱 当然 是 团 集 . 
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定理 2.2.3(Evans-Vasilescu) 和 假定 E" 上 一 个 分 布 上 的 支 
福 是 5S ,0*P}1S 在 一 点 PES 连续 ,那么 U*(P) 在 Ps 也 连续 . 


证 明 假定 x>2, 用 站 (PssRR) 表 示 中 心 在 Po 半径 等 于 RR 的- 


开 超 球 . 
UAP) = [za dncen) 


一 ri du(ea) 十 roeo dplea), 《2.2.3) 


KI:R} CRIP, .FR:) 
把 最 后 两 个 积分 的 前 一 个 记 作 WCP); 后 一 个 记 作 WCP), 那 必 
W,(P) 在 Po 连续. 


由 假设 ,UCP, 有 限 ,也 就 是 [dxea) 存在 ,所 以 


lim | rp odp(eo) 一 了， 
民 P 自 KPT, ,Re) 9 


也 就 是 对 任何 正 数 7, 存在 一 个 正 数 使 
| redp(en) 


大 PR 


[WP [= 


< 0TRCH. (2. 2. 4) 
现在 固定 一 个 RR 使 上 面 式 子 成 立 . 由 于 WP)|15 在 P。 连续 , 当 
Q'E5 并 且 跟 Ps 充分 接近 时 ， 
[WCQ@ DD) 一 RS < 2 7， 

当 王 跟 Po 充分 接近 的 时 候 ,S 中 到 了 的 最 近 的 点 & 也 跟 Ps 充 
分 接近 ,所 以 史 :(@o) 也 满足 上 面 这 不 等 式 , 即 

[Ke | < 2 9 
四 此 当成 跟 P, 充分 接近 的 时 候 , 不 难 知道 


WPY| < 2 一 (‘2.2.5} 
此 外 ,不 :PP) 在 也 连续 ,所 以 当 卫 跟 Po 充分 接近 的 时 候 ， 
1 一 全 (PP < 2 生计 


由 (2. 2, 3), 《2, 2. 4),(2,2,5),(2,2,6) 知 道 , 当 忆 跟 P, 充分 接近 
时 ， 
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[OCPY~U PD WA WP + IW CP —W, (PP,)| 
2 二 2 "7 二 2 7<， 
x 一 2 的 时 候 也 不 难 证 明 . | 


习 ”是 


1， 严 格 证 明定 理 2. 2. 2. 
2， 证 明定 理 ?3.2.3 对 到 成 立 . 


32.3 EE” 上 的 几何 和 有 关 的 微 积分 原理 


为 了 在 以 后 的 讨论 中 能 够 有 足够 严密 的 逻辑 基础 来 自由 地 应 
用 几何 和 和 分析 的 原理 ,这 里 先 说 明 一 下 有 关 EE" 的 一 些 基本 的 几何 
概念 . 当 上 安 3 时 ,这 些 概 念 对 读者 并 不 陷 生 ,但 是 也 许 还 扇 和 芯 严 格 
的 分 析 的 定义 . 

a 锥 欧 氏 向 量 空间 7 读者 已 经 知道 实 线性 空间 的 定义 , 假 
定 更 是 一 个 实 线 性 空间 , 它 的 任何 两 个 元 素 & 和 vr 对 应 一 个 实 
数 , 叫 做 它们 的 内 积 , 记 为 wv 或 tu,v), 又 VY" 可 以 被 单价 地 上 映 上 
KR" ,使 当天 和 的 像 各 是 (at 和 可 和 (vw) 所 RR" 的 时 
候 ， 

C1) 十 酬 对 应 于 Caw! 二 bv yan Tb"); 

(2) He* P=uv Ts 
那么 说 态 是 一 个 nn 维 欧 大 向 量 空间 . 

由 《22 知道 ,对 任何 *E 斑 ,把 

lr| = Vr 

叫做 vy 的 长 度 . 

对 gEV 和 rEW, arccos 站 1 让 称 为 ww 和 + 的 交集 . 特别 当 
交角 与 土 */2 差 28 的 整数 倍 时 下 和 正 交 ， 

假定 "E 太 ,对 所 有 正 数 c, 向 量 cp 全 体 称 作 + 的 方向 . 
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拖 k1.0, .0) O08] C0 0411) 在 定 六 中 所 说 
的 映射 下 的 原 像 记 为 e182 ,6,1; 那 么 ej} 星 WV 的 一 组 基底 (因为 
显然 线性 独立 并 且 任 何 yYEV 可 以 表示 成 ve)， 两 两 正 交 ,并 
且 长 度 都 等 于 1, 因 此 称 为 一 组 标准 正 交 基底 . 

由 于 所 说 的 使 (1) ;2) 成 立 的 映 上 下 的 映射 并 不 唯一 , 太 的 
标准 正 交 基 底 也 不 是 唯一 的 . 不 过 容易 看 到 ,不 同 的 标准 正 交 基底 
之 间 的 变换 可 以 表示 作 正 交 方 阵 . yw 当然 还 可 以 有 不 是 标准 正 交 
的 基底 ， 

Y: 和 ys 的 下 何 性 质 读 者 当然 已 经 席 悉 . 从 上 面 的 基本 介绍 
可 以 对 一 般 的 V" 建立 类 似 的 几何 概念 ,这 里 不 再 一 一 说 明 . 

Fr 里 的 向 量 PQ ”假定 PE,QE FF'. 设 在 Er 的 一 个 直角 举 
标 下 ,PP 入 的 华 标 分 别 是 Cz' ,x 和 (yi,…,y'); 那 么 PP 和 Q 


对 应 了 中 的 一 个 向 量 > (> 一 ze， 叫做 从 了 到 QQ 的 向 量 ， 


记 为 PQ, 这 里 {e;} 是 预先 随便 取 定 的 V 的 一 组 标准 正 交 基底 . 

注意 ,在 E* 的 另外 直角 坐标 法 下 ,P 和 QQ 的 坐标 可 能 不 同 ， 
但 是 FQ 是 一 样 的 . 此 外 ,|PQ| 就 是 了 到 QQ 的 距离 . 

曲线 ”把 一 个 实数 闭 区 间 [a, 引 映 入 一 个 拓扑 空间 的 连续 映 
射 了 下 的 像 C 叫做 这 空间 里 的 一 条 曲线 ,或 者 一 段 曲线 弧 . 

特别 ,在 EF" 中 , 选 定 一 个 坐标 系 以 后 ,曲线 C 就 是 满足 下 面 


方程 的 点 书 的 全 恒 : 

T= TP) = TO = (1), 2.3.1) 
其 中 i 二 1 R90 和 1 入, 这 里 x …' yz? 表示 点 卫 的 坐标 ,点 fla) 
和 (5) 分 别称 为 C 的 起 点 和 终点 . 


当 (2, 3.1) 里 gq) 都 是 :的 一 次 函数 时 ,C 叫 直 线段 ， 
当 C2. 3,1) 里 jp' 们 ) 在 一 点 1 二 to Las8j 可 微分 时 ,我 们 把 下 
列 “ 直 线 ? 称 为 曲线 C 在 (ri ,7 点 的 切线 : 
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2 一 rr 个“ 二 一 fo 下 3 一 ts). (C2. 号, 之) 


其 中 一 “< 之 十 20， 

直线 段 的 长 度 就 评 它 的 两 个 器 点 的 距离 . 假定 如 ,vy 是 有 
限 个 直线 段 ,的 终点 与 54 的 起 点 一 狼 , 那 么 曲线 贞 十 … 十 ts 叫 
一 条 折线 . 一 条 折线 的 长 度 就 是 它 的 各 个 直线 段 的 长 度 的 种 . ……- 苯 
曲线 的 长 度 就 是 它 的 所 有 的 内 接 折 线 的 长 度 的 上 确 界 . 

假定 由 (2. 33.1) 定义 的 曲线 CC 有 长 度 ( 充 分 而 且 必 要 的 条 件 
是 每 个 wz' 都 有 有 界 变 善 ) ,那么 闭 区 间 [a;, 约 的 任何 一 个 闭 子 区 间 
I 在 世上 的 像 et==f(t1)) 是 有 长 庶 的 子 曲 线 蜂 , 它 的 长 度 记 作 
s(te), 这 些 子 曲线 弧 全 体 所 繁殖 的 e 环 就 是 C 的 子 集 族 CB).s 可 
以 扩张 到 (B) 上 去 ,并 且 吉 以 完备 化 . 这 样 一 个 完备 化 了 的 测度 叫 
做 C 上 的 Lebesgue 测度 ,仍旧 记 为 s.; 也 可 以 看 作 F" 上 的 一 个 
(Bj) 测度 ,只 事 对 EF 的 任何 (B8) 了 于 集 e 定义 s(e) 一 ste 门 CO) 好 了 ， 
关于 曲线 C 上 的 Lebesgue 测度 s 的 积分 叫做 沿 曲 线 忆 的 积分 . 

特别 , 当 q' 都 是 [as5 里 (在 Iebesgue 意 光 下 的 ?绝对 连续 航 
函数 时 ,如 果 把 [a,5] 上 的 Lebesgue 测度 记 作 4, 那 乏 


ds _ feildp’ 2 
一 | 秆 中 


关于 4 的 积分 通常 也 记 作 | /di 的 形式 . 于 是 函数 F 沿 C 的 积分 
可 以 表示 为 


| Fds =- | FePco， 3 Sp)) dt. 
超 曲面 ”至 的 几何 所 研究 的 主要 点 集 是 曲线 和 曲面 . 上面 已 
经 把 曲线 的 概念 推广 到 F" 其 至 于 一 般 拓 扑 空 间 中 法 . 当 = 人 3 时 ， 
相当 于 曲面 的 是 超 曲 面 . 
如 果 一 个 过 通 的 Hausdorft 空间 的 每 -- 点 都 有 一 个 邻 域 与 民 
开 子 混同 肘 ( 成 拓扑 对 应 ) ,那么 这 个 空间 叫 牙 一 个 无 维 流 形 , 
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EE 的 x 一 1 维 子 流 形 汪 叫 做 天 让 的 赵 曲 简 . 由 定义 知 并 .5 
可 以 局 部 地 由 下 向 的 上 方程 表示 : 

和 一 一 
其 中 yy 中 EUCRT1i 一 1 yh 这 里 ,x" 表示 仿 的 
一 个 相对 开 集 Y 中 的 变动 点 了 的 坐标 ,f 是 流 形 定 闵 中 所 说 的 那 
个 局 部 定义 的 拓扑 映射 ， 

(2. 3. 3) 有 了 时候 可 以 表示 成 下 面 的 方程 : 

Fr yt) = FOr PY) PI) =O(P) 0, (2.3.3") 
这 里 GCP) 是 在 V 的 一 个 邻 域 里 连续 的 函数 . 由 隐 范 数 存 在 定理 ， 
(2. 3. 3) 可 以 表示 成 (2. 3. 3 ) 的 一 个 充分 条 件 是 (2 3.3) 里 的 9' 都 


连续 可 微分 ,并 且 长 方 阵 | 3 | 的 秩 等 于 一 1. 反 过 来 ,如 果 函 数 


OP) F(x 7 ,在 可 的 一 -个 开 子 集 里 定义 ， 并 有 旦 关于 zl， 
zxr" 的 博导 数 和 连续 ,日 在 紫 一 点 都 不 全 等 填 0 ,那么 点 集 ( Gep)= 一 
外 的 每 点 有 查 对 邻 域 六 可 以 用 52. 3.3) 这 种 形式 的 方程 表示 . 


特别 , 当 Eg" 的 一 个 超 梧 面 可 以 用 一 次 方程 > az: = “表示 


时 ,这 超 曲面 叫做 "里 的 一 个 超 平面 ,而 向 量 > yae 叫做 它 的 法 


线 向 量 , 容易 证 明 超 平面 内 的 任何 一 个 向 量 ( 就 是 从 超 平 面 上 任 一 
点 到 该 超 平面 上 另 一 点 的 向 量 ) 与 法 线 向 量 正 交 . 在 这 个 意义 下 ， 
我 们 说 超 平面 与 其 法 线 向 量 正 交 . 

现在 假定 一 个 超 曲 面 $ 的 方程 可 以 珍 示 成 42. 3. 3 )， 医 数 忆 
在 5S 的 一 个 邻 域 中 定义 ,关于 x’ 的 偏 导 数 连 续 , 并 且 在 5S 的 仁 意 
一 点 处 偏 导数 不 亲 时 为 0, 那么 对 PEs, 把 向 量 Ns 一 


{35) e 叫做 S 在 PP 的 一 个 法 线 向 量 ,由 于 对 任何 不 等 于 0 


的 实数 :方程 f=0 与 方程 cF=—=0 是 等 价 的 ,ecwe 也 是 在 Po 的 
法 线 向 量 . 必要 时 我 们 把 法 线 向 量 分 作 正 贷 两 种 ,比方 规定 当 一 
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0 时 ,crwnr 是 正方 向 的 ,而 c<0 时 ,是 负 方 向 的 . 也 可 以 反 计 来 规 

容易 看 到 ,5 上 通过 P; 的 任何 一 条 有 切线 的 曲线 在 P, 的 切 
线 是 跟 六 wm 正 区 的 .这 些 切线 的 和 集 是 一 个 超 平 面 了 人 的 方程 
可 以 写成 


> | 2) (ri(P) -— ri(P,)) 一 0. 


T's 叫做 $ 在 Ps, 的 切 超 平面 . 
假定 5 在 每 一 点 PES 都 有 法 线 向 量 Ne, 并 且 N, 跟 第 ;个 
“坐标 超 平面 ”x;( 即 超 平面 x 一 0) 的 法 线 和 疝 量 不 正 交 , 交 骨 是 
YA 户 ) ,那么 对 任何 一 个 (B) 集 ee 三 5, 可 定义 
g(te}— | |secr.CP) | dae' (es ) 


n .了 AF 
-J 六 
这 里 P; 是 了 在 x; 上 的 投影 ; 即 P,E x 且 除 第 i 个 坐标 以 外 ,P; 的 
各 个 坐标 与 P 的 相应 的 坐标 相等 ,e; 表示 e 在 Ax; 上 的 投影 , 即 PE 
e 的 投影 P; 的 全 体 ,o 是 把 x 当 作 -~ 个 Fr”! 看 的 时 候 x 上 的 
Lebesgue 测度 ， 

为 了 把 测度 a 扩张 到 "上 来 ,对 任何 (8) 集 e 夺 EE", 我 们 定义 
oe) =— ete NM SY), 
5 这 个 测度 叫做 3 上 的 Lebesgue 测度 . 当 e 三 S 时 ,sce) 叫 和 做 2 的 
超 面 积 . 关于 o 的 积分 称 为 超 曲面 $ 上 的 积分 . 
假定 5S 的 法 线 向 量 跟 另外 一 个 坐标 超 平面 x; 的 法 线 向 量 也 
不 正 交 ;那么 sg 也 可 以 通过 在 x; 上 的 投影 定义 ,结果 是 一 致 的 , 非 
但 这 样 ,o 与 吾 的 直角 坐标 法 的 选择 无 关 . 
假定 超 曲 面 一 US。，, 每 个 超 曲 面 5。 在 每 点 PE5。 的 法 线 
问 量 跟 某 一 个 z 的 法 线 向 量 不 正 交 ,那么 S$, 上 Lebesgue 测度 6 
就 可 以 像 上 面 那 样 定 多 了 .的 任何 一 个 (B) 子 集 e 可 以 分 作 不 重 
名 44 


de’ (en )， 


选 的 (8B) 集 ee Ue 一 ey 并 且 es 守 S。. 于 大 可 以 定义 S 上 的 
I .ebesgue 测度 = 如 下 : 
oe) = So, Cen). 
.由 前 一 段 的 说 明知 道 4 与 分 作 e, 的 分 法 无 关 . 
当 5 是 一 个 超 平 面 的 时 候 , 那 么 3 是 一 个 EF (为 什么 ?)， 这 
时 3 上 的 Lebesgue 测度 跟 通 常 E"- 上 的 Lebesgue 测度 一 致 . 
例 1 疡 上 超 球 面 $CO,R) 的 超 面积 otS CO,R)) 的 计算 . 


SO,R) 的 方程 可 以 写作 > (zy 二 R:, 把 SO;,R) 上 满足 


zr! 空 0 的 部 分 记 作 5S; ,那么 
s(S(0,R)) =—2aS.)=2| Rd 
5+ -证 


drid rr 


=2 | 一 | -天 一 一 一 
Ri 一 【re 一 人 


es 
Rr ! ) Rrdrde | eR 


ET 
PF | RE Cx 


oi2 
r| . 

〈 超 ?立体 角 假定 $S 是 一 个 超 曲 面 ,在 每 一 点 PES 有 法 线 
向 量 六 .又 假定 Np 当 和 作 把 S 瞎 进 太 的 一 个 映射 来 看 是 连续 的 . 
Pu 侍 S. 把 Ar 跟 PoP 的 交角 记 作 7Ys_《P). 对 任何 一 个 (8) 集 ce 和 5， 


定义 


C0,1)) 一 -| 一 


Wp, (EY 一 | cosyr (Pdatler). 


cr, 叫做 3 上 关于 Ps 的 立体 角 测 麻 ,wr, Ce) 叫 做 6 对 Ps 的 位 体 角 . 
cosYp 《PP) 可 能 是 负 的 ,所 以 er (key 也 可 能 是 负 的 . 所 以 wr te)》 跟 e 
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的 法 线 向 量 的 正 负 的 规定 有 关 .e 对 PP, 的 立体 角 可 以 看 作 沿 着 到 
P, 的 方向 在 S(P,,1) 上 的 "投影 ”的 超 面积 的 代数 各 . 

cosyr (CP》 可 以 用 re 的 微分 表示 . 取 --- 点 QQ 使 P@ 与 N, 同方 
向 ,那么 


lim 2 = cosrp (PY). 
这 是 由 人 以 证 明 的 . 等 号 左边 这 个 极限 通常 记 作 


dre, Pp 


5 5 时 做 沿 Ns 的 方向 导数 运算 . 于 是 得 到 


wp (e) 一 [EE FR doer) 


3 上 
1 3R deter), n> 2， 


一 
Son.y 
| deer), 二 2, 


Green 公式 ” 慨 定 FF 的 一 个 有 界 子 区 城 中 (一 个 开 球 的 子 区 
域 ) 的 边界 BC22) 是 一 个 有 连续 的 法 线 向 量 的 超 曲 面 ,每 菜 与 某 坐 
标 帮 平行 的 直线 跟 号 的 交集 是 连通 的 . 又 假定 xx 在 吕 蜂 连续 ,在 
中 里 连续 可 微分 . 令 呈 表示 如 在 xz 一 0 上 的 投影 ,那么 由 Fubini 
定理 ， 


ideo! 


， 
= Te — uP }de', 


这 里 P 和 P; 表示 与 x! 轴 平 行 的 直线 和 如 的 交集 的 两 个 端点 . 选 
择 B CQ) 的 法 线 向 量 Np 和 Nz 的 方向 使 cosYi(Ps) 之 0 而 
cos71《P1) 雪人 90, 那么 由 号 (上 的 Lebesgue 测度 o 的 定 儿 和 定理 
1 3. 2' 得 到 

Bi 


a dr! 


一 | zeosy da。 
Biiiy 
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一 一 -- 一 一 一 “一 


问 样 道理 得 到 
| dr — | ， coOsy.dso, (C2. 3.4) 
nr 


(2. 3. 4) 称 作 Green 公式 或 者 分 部 积分 公式 根据 上 面 所 说 的 法 
线 的 选择 ,知道 这 里 的 正方 向 是 朝 外 的 ,也 就 是 说 wr 是 从 已 到 
C0) 里 某 一 点 的 向 量 . 这 是 因为 前 面 所 说 的 那 两 点 P 和 P; 是 直 
线段 上 第 一 个 华 标 x! 最 小 及 最 大 的 地 方 . 如 果 改 取 内 法 线 方 同 当 
正方 向 ,那么 (2. 3. 4) 中 等 号 的 右边 要 加 一 个 名 导 ， 

要 上 使 Green 公式 成 立 , 对 区 域 间 的 要 求 可 以 放宽 . 显然 只 要 
个 2, 满足 前 面 所 说 的 条 件 , 妈 每 条 平行 于 坐标 轴 的 直线 跟 D2 的 
交集 是 连通 的 ,并 且 在 这 种 交集 的 端点 BD, 有 连续 的 法 线 同 
量 ， 

要 求 还 可 以 更 宽 , 不 过 不 必 再 考 虚 ,在 本 书 里 用 不 到 那样 的 结 
果 ， 


$2.4 EF" 的 子 区 域 里 的 调和 函数 


假定 一 个 函数 & 在 一 点 PEEF" 的 一 个 邻 域 里 定义 ,二 次 连续 
可 微分 ,并 且 满 足 方程 


Aa 一 D3 = 0 ， (2.4. 1) 


那么 说 在 已 调和 . 假定 zx 在 一 个 点 集 里 点 点 调和 ,那么 说 x 在 
这 个 点 集 里 调和 . 

(2. 4. 1) 里 的 算 子 A 叫 Lapiace 算 子 ,(2. 4. 1) 叫 Laplace 方 
种 . 

给 定 一 点 QE EF". 由 定义 知道 , 当 了 隆 Q 时 ,rpg 和 [og.rre 作 
为 PP 的 函数 分 别 在 FE” 和 和 EF? 中 调和 . 因此 ,位 势 Us 必然 有 某 种 近 
乎 调和 的 性 贰 . 事实 上 ,我 们 以 后 还 会 看 到 位 势 论 是 从 调和 函数 的 

87 


研究 中 发 展 起 来 的 , 这 里 先 说 明 有 关 调 和 函数 的 一 些 基 本 事实 . 
为 方便 起 见 , 杀 用 下 面 的 记号 


对 一 个 一 次 连续 可 微分 的 男 数 克 五) 一 oz ,定义 
VoutPy = 有 一 -一 

就 是 说 Vv 是 一 个 向 量 场 , 叫 做 v 的 梯度 . 

又 假定 * 是 一 个 连续 可 微分 的 向 量 场 , 邯 一 Dev oT 巡 续 
可 微分 ,那么 定义 
叫做 > 的 散 讼 . 

因此 ,对 一 个 二 次 连续 可 微分 的 阔 数 上 

Af = 2 je =vV* vf. 

假定 马 是 上 节 末 了 所 说 的 那样 的 区 域 , w 和 + 二 >，e 分 别 
是 在 总 里 连续 而 在 吕 里 连续 可 微分 的 医 数 及 向 量 场 ,那么 由 
Green 公式 知道 


xv. "r= | > (ED - v2 |dr 


一 Y 一 一 | .一 一 
> | uw cosy dr | Dr dr, (2, 4. 2) 


i | 


这 里 把 内 法 线 单位 向 量 的 第 ; 个 分 量 记 为 os 必定 把 ， 在 号 (2) 
的 内 法 线 方 向 aNCa > 0) 的 “投影 " 记 为 vw; 那么 


因此 , (2, 4. 2) 可 以 写作 
| “vdr =——| wondo 一 | rv Vudr. (2. 4. 2') 
门 Bly 品 
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特别 ,假定 上 是 一 个 在 总 的 一 个 邻 域 里 连续 可 微分 而 在 只 里 二 次 
连续 可 微分 的 画 数 ,一 了 和 ,那么 [2.4.23 变 作 


| uAfdr =- 一 | 区 de 一 | Vi Vaudr. (2.4.3) 


等 号 右边 第 二 个 积分 叫做 了 和 的 Dirichlet 积分 . 当 也 蚌 在 性 
的 一 个 邻 域 里 连续 可 微分 且 在 品 里 二 次 连续 可 微分 时 ,那么 出 
《2. 4. 3) 得 到 


| eax- fadr =—{  (e 六 一 了 六 )do， (2. 4. 4) 


这 里 入 是 BC(0) 的 内 法 线 向 量 . (2. 4. 2), 02,4.2),(2. 4. 3]，(2. 
4. 4) 都 叫 Green 公式 . 

应 用 52.4.4)? 可 以 得 到 调和 冰 数 的 一 些 重 要 性 质 . 

定理 2.4.141 假定 Fr 的 子 区 域 介 满足 $2.3 末 的 条 件 ,w 在 
肌 里 调和 ,那么 


| arda 一 0， 《2. 4, 5) 
证 明 在 02, 4.4) 里 令 f==1 即 得 到 (2.4.5)}.， | 
假定 函数 zx 关 于 SCPor)? 上 的 Lebesgue 测度 = 可 积分 ,那么 
我 们 把 


1 
udep , = 一 一 udo 
| 3 cwi 1 号 Po ver 


时 做 型 在 StPo 上 的 平均 佳 ,这 里 测度 
tp wr 一 : an 一 TI 
n Te 
叫做 单位 质量 在 SCP。,,r) 上 的 均 名 分 布 . 
推论 1 假定 x(P) 在 区 域 { 己 10 安民 < 天 rn 所 相安 十 co) 里 


调和 ,那么 


3 


2 一 mn 
(2 ng tb n>2, 


Juas,,. 一 这 . 和 4， 台 ) 
mr 
on jogor + &, 如 一 了 
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其 中 5 为 常数 ， 
证 明 取 旭 为 * 球 充 ”, 即 = (PIR'<rn<rp rr R"} ,th 
么 由 (2. 4. 5) 得 到 


司 起 BF 
| -一 dz 一 | ds, 
Sipnsr} Ar SIP rg) dr 


这 表示 
| Ndg=a, R'<r<R’, 


好 
nn —1* 
0 dt 


得 到 


A _ Ou 
一 doe 一 台所- | —der., 
| at ! EF 


一 TT i 1) 条 uder,., ', 


其 中 略 去 的 积分 域 是 五. 移 项 并 积分 ,就 得 到 (2.4.6)， 1 
推论 2 假定 = 在 天 (已 ,里 凋 和 和 :那么 


Juaer,. = utP,). ‘2, ,7 


证 明 由 于 v 在 KCPos7) 里 有 界 ,|uder。, 当 v0 时 有 界 .由 
{2. 4. 6) 知 道 常 数 <=0, 因 此 
jader,, = (2. 4. 8) 


另外 一 方面 ,对 任何 一 个 正 数 。, 只 要 取 充分 小 ,可 使 
[uCP}y — u(tPo)| <, PE Shr). 
因此 
[fuep) ~ uP Jder,.(er) 


是 任意 的 ,所 以 
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| as- 一 #{Po) | 


2 一]m uder,. 一 A. {2. 4. 9) 
rr—rt) 


比较 (2.4.8) 和 2. 4.9) 得 到 (2.4.7). 和 

开 球 的 Green 国 数 ”考虑 一 个 开 球 天 (CPi:R) ;从 球 心 Po 出 
发 作 射 线 通过 一 点 QQ@. 护 定 这 射 绿 上 一 点 外 满足 

于 PS PP 二 一 RK:, 
就 说 名 和 筷 关 于 SCP. RE) 或 者 关于 天 (Pu,R) 对称, 对 于 任何 证 
ESCPo,R) ,由 于 三 角形 和信 PP 和 和 八 PPsQ 相似 ,可 得 到 
rep 一 人 一 ra PE Sth,R). 
[er 


Tp, 


现在 当 (CP,Q)EKCP, RI) XKCP,,R) 时 , 今 


2—" 


#3—n Tea 区 
了 pa 和 R rap 
< real” " 
= Ue(p) — UP) 六 ， 天 人 2 


Jog。 二 本 log. -二 log. I 
Ppa rpe rpa 
= URP) — URP) — log. ,n=2, 

ren 


GCP;@) 就 叫做 天 (Po; 尺 ) 里 的 Green 函数 . 它 有 下 列 性 质 ， 

(1》 当 PP 赵 近 于 任何 一 点 P' ESCPoyR) 时 ,G (P,Q)->0, 
ro + HOP,Q), n> 2 
一 logrra + HPQ), n= 2, 
这 里 二 (P,Q@) 关 于 PE 大 (Po,RR) 调 和 . 

当 (P,Q) EKCPo, RY XK(Pos RH, APoPG 和 A 八 PoQP 相 
似 , 因 此 ， pa ap Tp PT pe 所 以 得 到 

(3) 当 (P,QIEKR(CP, RXK(P,s RN, 

CGP,Q) = GQ,P). 
此 外 ,还 可 以 看 到 


(2) (一 | 
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《4) (PP 入 ?可 以 调和 延 拓 到 关 CPoyRDNISGI 的 一 个 邻 域 里 
去 . 

利用 Green 图 数 和 台 reen 公式 (2.4.4) 可 以 得 到 

定理 2.4.2 假定 在 天 (Po,. 玉 ) 里 调和 ,那么 


nu(Q) = 二 | uPY EF oes), (2.4.10) 
S4F oR) my 


这 里 wr 表示 5(PoyR) 在 PP 的 内 法 线 问 量 ,e, 由 下 式 给 出 : 
fn 一 2 1 NN 2, 
[2x, 开 一 2, 
证 明 取 + 上 充分 小 使 芭 ( 和 ,3 三 天 (P 玉 ) ,再 令 站 一 天 (也 
RNRECQ5. 在 (2.4.4) 里 取 f(P) 二 GCP,Q) ,那么 


_ ) CP,®) 
J ey oN der) 


,et ) 


Cn 一 


一 u(te) 


人 
+ | CCP,Q)， 


等 号 右边 第 三 项 是 OC(6* "6" 1) 一 OB) 第 一 项 等 于 
3907) 
本 1? DA 
fn 260 a(Q) + ol), n>2, 
人 n= 2, 
58>0, 因此 得 到 (2,.4.10),， 二 
曙 一 方面 , 义 可 以 得 到 
定理 2. 4. 35( 开 球 上 Dirichlet 问题 的 解 ) 假定 f 在 球面 
SCP,,R}) 上 连续 ,那么 


2 一 


~ doler). 


dotep) 十 总 ( iy 


zeQ) 一 二 | AP) doler ) 
关于 QEKCPo,R) 调 和 ,并 且 可 以 用 fCP) 连 续 延 拓 到 5S (CPs, RR) 


上 去 . 
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证 明 由 于 ar 人) 关于 QEKCPs,R) 调 和 ,利用 微分 运 


算 和 积分 的 可 交换 性 ,就 知道 & 调和 种 ， 
当 久 (Ps,R 六 QQES(P,,R) 的 时 候 ; 仿 一 4_. 现 在 
下 SDoR) 的 个 相 开 守 e 祖 0 假设 nn 放 2, 那 必 


po 用 


| Fpy < 9 drfepr》 一 《2 一 2 。 。 wd CP Ydwater) 
SAP RYN ar 


(2 一 四 | ,fiPdealen), QQ, 
StPir Re 


同时 ， 


六 


rep "Jdocer) 


1 9 
2 一 A | 


= fp e 
= )| TE! dwaler) 


StPnrR we 


人 (PYdwo ep), = Wh, 


SCP Re 
因此 得 到 
| fp) doler) 0, QO 
(C2. 4.11» 


1 OP ,0@) 
Dn | reP， aN, deter) 
一 一 可 下 _ . Po 
-|A se 一 | /PT 
注意 ,we 太一 wp 都 是 正 测 度 ,并 和 且 当 0 时 ,wote) — wote)— 
2) ~ 1. 因此 


dn (er ). 


CHO 2) 0 :了 而且 


(1 — 2) 9.1 inff (CP) < < lm | 7 date py) 


8 


< lim | fdP) 20 FQ goce,) < 一 2 SUPFCP7， 
QO de PF FeEr 


(2, 4, 12) 
这 里 e 本 以 取得 任意 小 ,由 于 六 P) 在 Qo 连续 ;上面 式 子 左 右 两 个 
极端 的 项 都 可 以 任意 地 楼 近 于 (一 2)0,. ,FC(Q0). 
因此 ;由 (2.4.11) 太 (2.4,12) 得 到 
lim A 


KP RD (Rn — 2)9.) 


2 一 2 的 情况 是 类 似 的 . 1 


doatep) -一 Qo). 


习 题 
1， 假定 (PP) 在 区 域 {P10 < rp,p 二 RR} 里 调和 ， 
O| rz J nD, 
uthPy = 
Otlogerp r)， 站 一 上， 


那么 x 可 以 (连续 ) 延 拓 到 P, 去 . 
$2.5 位 势 的 上 调和 性 


§2.3 和 82.4 两 节 对 Fr 的 几何 性 质 和 和 FE" 里 的 调和 消 数 的 
性 质 作 了 一 个 基本 的 介绍 . 现在 再 回来 讨论 位 势 的 性 质 ， 

假定 一 个 函数 fC(P) 在 一 点 PoE FF 的 一 个 邻 域 Y 里 定义 ,有 

《1) 一 ceo<FB) 委 十 co 并且 ftP) 在 Ps, 的 充分 小 的 邻 域 
Vi 里 不 恒 等 于 十 co， 

C2) rr PP) 在 王 , 下 半 连 续 ; 

《3) 疗 在 一 个 正 数 ,使 


as 和 Po，o<r<e 


那么 说 了 在 P。 上 调和 ,一 了 在 书 下 调和 . 
| 


为 了 说 明 位 势 与 上 调和 函数 的 疯 系 , 先 计 算 er 这 个 特殊 测 
度 的 位 势 . ， 
当 n>>2 的 时 候 ,把 恕 甘于 (Pr 的 对 称 点 记 作 总 , 则 


Um P) 一 [ede (en) 


如 果 PEK(Pos7) ,ECCKCGPGr)). 因此 ,rpo 关于 己 在 
玉 KtPo sr) 里 调和 , 由 定理 2,4, 1 推论 2 得 到 


立 一 下 


rm 一 和 PE KtPo,r), 


2—H 
六 PP 下 


UP) = | 
7 
如 果 PEC(KCPo,7) ,那么 1" 关于 局 EKRCPo,r) 调 和 , 因 
此 ,由 定理 2. 4.1 推论 2 得 到 
Uo CP) ~ rey = Um(P), PE CIROP,r)). 


表 如 果 ES5SCPo,r){ 见 图 2) 那么 


一 i 一 3 
Treo) 一 | 记 der rea)》 一 去 deleo) 


1 | 1 x 
一 - Fr Dr casydoateo) 
HT rr ! Sep ry no 9 
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—— 2 | re” 5 二 dafeo)》 


1 J Sih, Ty} 


呈 -… 球 


_ 2 7 Pa 
(2 一 no 7 | -da BN do (ee) 

2 po” 
Do dNe dr C0) 


SP ri KD .8) 


这 里 7 表示 PQ 和 PQ 的 交角 ,Ne 跟 PoQ 方 向 相同 . 现在 rw" 当 Q 
EStP, ,rr KCP,S) 财 是 调和 的 ， 所 以 由 定理 2. 4. 1 得 到 


于 一 下 至 一 址 
ro 
dNo daeo) 一 dNo ydo(en) 


号 下 【证 SPB REPG +r) 


=~ (2 nn) dwpten) 
BAPE RIP ry 
一 (zt 一 nwp CS CP HY) 门 EPsr 2) 
2 一 划 
2 


一 


ay 人 > 0, 


因此 得 到 
UrortP) = 7, PE SSCP), 
n 一 2 的 时 候 可 以 类 伏地 计算 ， 
Co(P)， 当 已 入 天 CPPosr)， 
UPor CP) A472-", 当 PERCDP,,r) H n>2, C2. 5. 1) 
— loger, 当 PEK(Po,r) Hn=2. 
ep ,* 是 我 们 时 常用 来 研究 一 般 测度 的 位 势 的 工具 ,其 位 的 的 
这 种 简单 表示 形式 (2. 5. 1) 使 它 在 一 般 的 测度 中 显得 特殊 . 我 们 在 
讨论 位 势 的 连续 性 时 利用 过 rm (n 这 2) 或 者 logertrel 这 样 的 消 
数 , 这 实际 上 就 是 UCQ) ,因此 我 们 实际 上 是 和 用 
UP) = (tpy1) = lim{ep.a, £4) 
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来 证 明 U;* 是 上 半 连 续 或 下 半 连 续 的 . 现在 我 们 再 一 次 利用 这 种 
测度 来 证 明 UD? 的 上 调和 及 下 调 帮 的 性质. 

定理 2.5.1 假定 FF 上 的 Radon 测度 2 在 一 点 PE EF" 的 一 
个 邻 域 六 上 的 限制 glV 实 0, 又 Ur 在 VY 里 不 恒 等 于 十 oo 上 且 大 于 
一 00, 那 么 UU? 在 P。 上 调和 ,DU "在 Ps 下 调和 . 

证 明 ”由 定理 2. 2,2,Us 在 Po 下 半 连 续 , 现在 由 定理 2. 2, 
和 <2, 5.1) 知 道 

UCP) 一 | Orde,,. = (Hs Ep ~ Ep r)e 


一 《EP， 一 Epory AD 可 


一 | (rr 一 re a) du(en) 4 n> 2, 
KIP, or) 


J 


取 > 充分 小 可 以 使 天 CCPurEY ,因此 rz 天 (Pr 之 0. 于 是 由 上 
面 的 等 式 得 旬 


1 


1 
log. 一 一 log. | dpen), 九 一 2， 


LRCP。) 字 josae 


定理 2. 5. 2( 要 小 值 原理 ) 在 一 个 区 域 中 非常 数 的 上 调和 郑 
数 在 这 区 域 中 没有 极 小 值 . 

证 明 ”假定 wxC7P) 在 一 个 区 域 避 中 上 调和 ,有 极 小 值 六 ,而 且 
w(Po) 二 m., 由 上 调和 的 定义 , 当 RK 充分 小 的 时 候 ， 


jaesa A uxt,). {2, 9. 2) 


现在 4 在 SiPo,R) 上 不 可 能 小 于 a(Po) ,所 这 由 (2.5,2),# 也 不 
可 能 在 SCP,, 尺 ) 的 一 个 球面 测度 大 于 0 的 点 集 上 大 于 w(Po), 辐 
此 在 号 (PR 上 几乎 处 处 5 在 球面 测度 下 ) 等 于 关 . 玉 可 以 取 任 意 
小 的 正 数 ,所 以 2 在 书 的 一 个 邻 域 中 几乎 处 处 (在 避 的 
Lebesgue 测 谭 下 ) 等 于 下. 可 是 xz 是 下 半 连 续 的 ,因此 # 在 Po 的 
一 个 邻 域 中 处 处 等 于 sm. 现在 令 

97 


U= {PluP) = m,P € NN}, 
那 双 UU 是 旭 的 开 子 集 , 天 为 上 曾 证 明了 如 果 一 点 PoEU, 那 么 Po 
有 一 个 邻 域 在 U0 中, 
U 在 介 中 没有 边界 集 .事实 上 如 果 U 有 边界 点 5EE 和 Nn, 那么 
(如 ) 过 Him (P) 志 lim atP) = m. 


m 是 极 小 值 , 所 以 只 能 是 xz( 的 一 加 .这 说 明 5EVU. 可 是 U 是 开 集 ， 
U0 的 边界 点 不 能 属于 UU. 因此 得 到 序 再 . 

这 样 说 来 ,一 UU DNO9.UD 和 CUD) 不 相交 ,并 且 都 是 开 
集 , 而 旭 是 区 域 ,所 以 U 和 ND) 一 定 有 一 个 是 空 的 .UU 不 空 ,所 
以 CNND) 空 ,也 就 是 人 =U. 所以 介 里 每 点 PP 使 wlP}=m. 1 

定理 2.5.3 一 个 实 函 数 在 一 个 开 集 如 里 调和 的 充分 而 且 
必要 的 条 件 是 = 连续 ,并 且 对 每 一 点 三 E 吕 , 当 正 数 R 充分 小 的 时 
蛋 ， 


Jd — uPy. 


证 明 充分 性 ”假设 条 件 成 立 . 固定 一 点 卫 ; 取 一 个 充分 小 的 
正 数 玉 ,根据 开 超 球 的 Dirichlet 原理 ,由 于 w 连续, 可 以 用 xz 在 
StP,R) 上 的 数值 当 边 界 值 , 作 一 个 在 开 超 球 尺 (P,R) 里 的 调和 消 
数 v. 注意 ww 是 上 调和 兼 下 调和 的 ,所 以 ww 一 v 在 下 (PP,R) 里 上 调 
和 兼 下 调和 ,所 以 取 不 到 极 小 值 和 极 大 值 . 另外 一 方面 ,x 一 2 在 有 
界 闭 集 尺 (PP,RR) 里 连续 ,一 定 有 极 小 值 和 极 大 第. 所 以 “一 "在 超 
球面 SCP,R) 上 取 到 极 小 信和 极 大 值 . 现在 ww 一 0 在 SCtP,R) 上 处 
姓 等 于 0, 所 以 aw 一 ov 恒 等 于 0, 即 wx 寺 v. 所 以 w 在 天 CP,R) 中 调和 ， 
特别 是 x 在 PP 调和 .但 P 是 任意 取 的 ,所 以 # 在 吕 中 任何 一 点 都 
调和 .上 

由 于 一 个 测 旋 在 它 的 支柱 的 余 集 里 是 零 测度 ,因此 ,由 定理 
2. 5,1 知道 Ut 在 上 的 支柱 的 余 集 里 是 调和 各 的 , 不 但 这 样 , 还 可 以 
证 明 ; 如 果 # 在 一 点 PP 调 和 ,那么 P 属于 的 支柱 的 余 集 .为 了 
证 明 这 个 事实 , 先 证 明 下 面 的 引 理 1. 为 说 明 方 人 恒 , 符 合 $2.3 末 了 
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的 条 件 的 区 域 称 为 简单 区 域 ， 

引 理 1 假定 也 是 的 一 个 开 子 集 , DSK(CP,,R), 而 
尺 CPo,R)\D 是 一 个 简单 区 域 . 又 假定 位 势 Us 在 KCP,,R)N\D 里 调 
和 ,那么 


A(D) 一 一 加 Bsda, (2. 5. 3) 
其 中 
【1 一 2 N22, 
站 (2 n= 2， 
这 里 N 表示 B(D) 的 外 法 线 癌 量 . 


证 明 把 定理 2. 4. 1 应 用 到 区 域 KtPo;R)\D 可 得 到 

| Le -| 30 jg 

Spi-R} 5 到 1 RiDYy 3md 

这 里 两 个 积 分 中 的 NN 分别 表示 SCP,,R) 及 B(D) 的 外 法 线 ( 分 别 


朝向 下 (P,,RR) 及 也 的 外 部 ). 慨 定 n>2, 那 么 由 定理 2. 2.1 及 (2. 
5. 1) ,得 


dU _i ot 
| :8) ad 一刀 一 | RN deo.r 


如 

= R" lg,._] |rde, 
d fs: 

一 下 "一 1， 胡 |: mond ps 


一 及 Io CR” "gC D)) 


一 (2 — no,_ig(D). 
因此 , (2. 5. 3) 成 立 .m 一 2 的 情形 也 类 他 1 
由 引 理 1 可 以 证 明 
定理 2.5.4 位 势 L7 在 一 点 Ps 调和 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 
是 P。 不 属于 & 的 支柱 . 
证 明 充分 福 由 定理 2. 5,3 已 经 看 到 了 ,只 证 明 条 件 的 必要 
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性 . 

假定 UV 在 Pu 调和 ,那么 在 一 个 闭 球 天 (PoR) 里 调和 ,随便 
到 厂 (Pi,R) 的 一 个 标致 子 集 忆 . 

假定 瑚 二 Ce) 守 0, 那 么 存在 一 个 (8) 集 el 之 e 使 HE) = (ey. 
因此 存在 一 个 闭 集 a 三 el, 使 

Ig Ce) = plel) > ple) /2 一 pr (ey /2. 
又 可 以 取 一 个 开 集 品 二 ei, 使 
[a| (DN el) < pte) /4d = po (ed. 

由 于 e' 紧 致 ,不 妨 取 马 作为 有 限 个 充分 小 的 开 球 的 和 和 集 ,使 DS 
KCPosR). 因此 KK(P。;R}\D 蚌 一 个 简单 区 域 . 于 是 由 引 理 1， 


Us 天 
| dc 一 一 Go 
另外 一 方面 ,由 定理 2. 4. 1 知道 
3 
| aNd = 0. 


所 以 得 到 
D0= pgD) pet) 一 [| (DN el) 
> AfelJA2 一 Hed/d = pe) /dF 0. 

因此 ,yj ke? 一 0, 这 跟 假 设 矛盾 ,所 以 As (te) >0 不 可 能 . 

同 祥 ,c- ke)20 也 不 可 能 . 

因此 ,|g| 在 天 (Po,R) 的 任何 闭 子 集 e 里 分 布 的 质量 等 于 0. 
于 是 | (K(Po,R))==0, 因此 P, 不 属于 的 支柱 . 让 

由 定理 2. 5.4 可 以 得 到 下 面 唯一 性 定理 . 

定理 2,5.5 假定 对 每 一 点 号 和 本 ,存在 一 列 球面 SCP,r,)， 


rm*0, 司 
UA =— 0, OE SP ,rr,.) (mt 一 12 PE E", 
那么 产 是 零 测 度 . 


证 明 对 每 一 点 也, 由 便 反 律 (定理 2. 2., 1)， 
UP)= lim 上 rd 
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= lim |U:(Q)den,,. (eo) 
一 lim0 = 0. 
因此 ,Ur 恒 等 于 0. 由 定理 2.5.4;,E" 的 每 一 点 不 属于 产 的 支柱 . 因 


习 题 
1. 证明: 概 定 & 在 PP。 上 调和 ;那么 limatP) 一 六 (0 


2， 人 假定 OEE’”， 
C1) 证 明 E"\{O} 是 $00,]) 及 区 间 (0, 吕 ) 的 拓扑 乘积 ; 
(2) 把 天 上 的 Lebesgue 测度 记 作 一, 证明; 

d | (CE™\{O}) 一 o, 要 deppg X T1000 


(3) 计算 CP) 及 UCP). 

3， 证 明 :; 假 定 a ;… ,eas 部 是 正 数 ,zi，…aw 都 是 上 (下 ) 调 
和 ,那么 ait 十 … 十 cast 忆 都 十 (下 ?调和 ， 

4. 证 明 ;: 假 定 志 ,… ,ws 都 上 调和 ,那么 inf Ga，… ,tw) 也 上 调 
和 |， 

5， 证 明 : 假 定 0 安 p 委 1,u 正 上 调和 ,那么 w* 上 调和 (用 
Holder 不 等 式 )， 

6， 证 明 : 假 定 上 调和 函数 列 {a.} 在 一 点 PP, 的 一 个 邻 域 中 一 
致 或 者 单调 增加 地 收 伍 于 z, 那 么 zz 在 已 上 调和 和. 

7. 证 明 : 假 定 z 及 zw 在 一 个 有 界 区 域 中 里 调和 ,而 在 只 的 边 
界 上 zzZv, 那 么 zzw 在 全 并 处 外 成立, 并且 如 果 在 某 一 蕊 PE， 
a 一 Jy( 户 ) 成 并 ,于 乏 在 和 时 # 寺 vw， 


3 2.6 下 ,Riesz 的 分 解 定 理 


$ 2.5 己 经 说 明正 测度 的 位 势 是 上 调和 函数 , 反 过 来 ,一 个 上 
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调和 郑 数 一 定 是 一 个 正 测度 的 位 势 及 一 个 调和 和 函数 的 各 , 这 就 是 


著名 的 下. Riesz 的 分 解 定理 . 为 了 证 明 这 个 定理 , 先 讲 一 点 预备 知 
识 ， 
用 co 表示 单位 质量 在 KCP,r) 上 的 均匀 分 布 , 即 ty = 


关 坟 ,这 里 = 表示 吾 " 的 Lebesgue 测 诬 在 天 (Pr) 中 的 限制 , 天。 表 
示 nn 维 单位 开 球 的 体积 
3) 


K, =~ on = on nT 
引 理 1 假定 在 声 的 于 区 域 D 上 连续 ,对 于 PED, 今 
f.(P) = FWP) = | an， 


f(AP) 一 | fdre.., m= ls 


那么 当天 到 史 的 边界 的 距离 大 于 mr 的 时 候 ,fr"”(P) 关 于 PP 的 
坐标 是 mm 次 连续 可 微分 的 ,m 王 1,2,… 

证 明 假定 只 和 :的 坐标 分 苦 是 (eso2 or) 太 (al 十 起 ， 
aa 并 且 己 和 疡 到 五 的 边界 的 距离 大 于 ,那么 


fAPY— f= | fdr, — tes) 


一 Re 外 Ar 一 | 


| 
-一 7 i, k 于 
Kr "Jo son cosYdodr 《2 6, 1) 


这 里 一 天 《 王 ) rDNA Pr) 一 下 (rr 的 坐标 是 
taltx! sas i 02" ) so 表示 从 [| 到 | 人 Str) 上 上 恋 动 点 的 间 量 与 Az! 
轴 的 交角 . 因此 


2 = a a), f cosrido. (2. 6. 2) 


3 人 


等 号 右 边 是 连续 的 同样 下 以 证 明 一 二 一 GG 一 2,3,*…,n) 都 是 连 
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续 的 . 
可 是 注意 , 当 f 在 大 (P,r) 里 连续 可 微分 时 ， 由 {yreen 公式 得 
到 


af(P) 1 | af af 
Az: 相关 jennm ddr 加 | | 426. 3) 


现在 假定 对 某 一 个 正 整 数 着 ,六 ”CPP 的 一 个 严 阶 情 导 煞 
万 扩 六 ”连续 ,那么 由 (2.6.3)， 


T 加 
a nd jp™ /mar 
9 Dm a | 
~ ax fr™ dre., 


n 
一 # |p fe™ cosyidep,, 


所 以 Pr 和 连续 同样 DA 6 = 253，,… 也 都 


连续 . 因此 由 归纳 法 知道 定理 成 立 ， 1 

推论 1 ”如果 六) 在 FF 的 子 区 域 DD 上 Lebesgue 可 积分 , 那 
么 当 卫 到 DD 的 边界 的 距离 大 于 7 时, 广 (P) 连 续 . 

证 明 假定 了 和 Pi 是 里 两 点 ;到 也 的 边界 的 距离 都 大 于 
r. 经 过 直 骨 坐标 变换 后 ,可 以 使 PP 和 PP 的 坐标 除了 第 一 个 分 量 
外 都 相同 ,于 是 得 到 (2. 6. 1){ 因 为 Lebesgue 测度 在 直角 坐标 变换 
下 不 变 ) ,因此 f,( 了 P) 连 续 . 1 

引 理 2 假定 函数 记忆 ) 在 EE” 的 一 个 开 子 集 如 中 二 次 连续 可 
微分 , Af 在 一 点 Ps€ 满足 一 个 Haider 条 件 , 即 当 r~:。 o 充 分 小 的 
时 候 , 存 在 正 数 e 及 上 使 

[af(Q) 一 AP scrre， 《2. 6. 37》 
那么 对 Po 的 任何 一 个 邻 域 了 ,只 要 是 如 的 紧 致 子 集 ,下 面 的 关 
系 成 立 ， 
[| < 人 ac] ~ Af(P), n>2, 


R61 


(2.6,4) 
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A| loger po 人 5)dro | 一 BFCPo) 9 天 一 上 
™ 了 P=F, 


{2.6.5) 
证 明 概 定 nn 半 2. 令 FCQ)/CG2 一 2)o_) 一 类 人) ， 那么 
至 一 时 
[去 ROYdre] 一 (2..6. 6) 


这 是 因为 可 以 假定 PEK(P,,p) ,于 是 (2. 6.6) 中 积分 号 可 以 与 太 
交换 . 因此 02.6.4) 的 左 端 可 以 写成 


[eaQ)an] 


Pei, 


总 一 二 
=- [^ | i aPodre] 


中 一 所 加 
+ [| ,7% (ECQ) 一 APo) Ydro| .2.6.7) 


P=P, 


投 rr p 一 信 , 那 么 记 
| reo k(tPo)dre = 1 + J,, 
Kip) 


其 中 
了 一 | .APodm 
省 
= | odt ra hc Ps de eo) 
3 一 me 一 上 2 
= 一 | oP "F" dt -一 Po) 里 
0 


— 2 一 " 
一 人 Co?dro 


pp 
= | ce [dj Poyde,, ,Ceo) 


p 2 .A 
一 | < APord 一 £ 2 2 oR CD ). 
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所 以 


gn 加 ed 2 一 证 | 
| 冯 ePoan = | + er | ok Po). 
(2. 6. 8) 
所 以 (2. 6. 7) 式 等 号 右边 第 一 项 是 
矣 一 
[| 全 + rn] ok Po) | =2—n)0 RP)=AFPo). 


0 


因此 ,为 了 证 明 (2. 6,4), 只 用 证 明 52.6. 7 右边 第 二 项 为 站 
假定 P 的 坐标 是 (rz yo ,那么 


a KiP re (ECQ) (Po jara 
az 
事实 上 假定 点 PP 的 坐标 是 (x 十 有 2") ,rpp 及 rpp 者 小 于 
正 数 ,而 -re 小 于 正 数 ,那么 ( 令 J 一 roa 人 KG 一 上 Pa) 


四 | | ad. 
3 Jdro = 二 | Jdr vdr 
5 Dx Kip,a ot KP pKEP.GY dT a 


(2, 6. 9) 


= | Sr" {k(Q) 一 有 Po)jdro. 
天 《站 


(2. 6. 9) 式 等 导 右 边 第 一 项 可 以 写成 
+ 1 2 一 玫 2 
lim J 元 | "Pa "Po | (ECQ) — ECPo) Idre. 


1]1,-: —1, 3—n 4 一 = 一 | 3 一 9 | 
一 元 (pa 一 rra | (ra 十 rrarre 十 "十 ra | 


二 


= Pre re， 
而 由 Halder 不 等 式 ; 当 6-x=0 时， 
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l—sn+i 于 
r rditen) 
| ， na ma A a 


Ia 于 革 jn ,二 
全 | | anceo| | | “re dlen) 


Ket} 
一 和- 心 ， 


这 里 
te) =| (天 (全 ) 一 EC(P,} | dro. 
因此 ,由 (2. 6. 9 得 到 


9 rrpa {ECQ) — ECPo) }dro 


I 
Hr J Keposp? 


— [im Cn — 2 él — x {RQ) — khCP) dr 


Em 
一 | 2 — AECQ) ~ KAP Ydre. 
KiP a 


(2. 6. 10) 
最 后 一 个 等 号 是 由 于 被 积分 式 可 积分 的 缘故 ， 
设 Po 的 坐标 为 Cx 7) 由 (2.6.10) 得 到 


| {CQ) — RCP }dr 
Ez dro | 


Dr 


Fr=, 
re 9 -一 El! 
= | pre 7) {RQ) KPoOYdro] 
和 


x {A(Q) — ECP,) jdra， (2. 6. 11) 
利用 前 曾 娄 似 的 估计 及 (2, 6. 3), 可 得 到 最 后 这 积分 的 被 积分 式 的 
绝对 值 小 于 rr e 的 常数 倍 , 因 此 可 积分 - 所 以 当 p 一 0 时 , (2. 6, 11) 
等 号 右边 的 式 子 趋 于 0. 把 x 换 成 其 他 的 x ==2,…,n) 情 形 也 一 
样 . 所 以 
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lima ri {ECQ) 一 有 Po)jdqre = 0. {2,6,12) 
pl KiPyn) 


这 就 证 明了 (2. 6. 4). 

n 二 2 的 情况 类 似 . 上 

由 引 理 2 马上 得 到 下 面 航 

定理 2.&.1 假定 f(P) 在 区 域 人 0 里 二 欣 连续 可 微分 , Af 在 
每 一 点 PE 介 满 足 一 个 Halder 条 件 , 那 么 对 如 的 任何 一 个 有 紧 致 
包 的 开 子 集 了 ,存在 调和 函数 w 及 测度 ,支柱 包含 在 了 里 ,使 

FIPY=U PY +P), PETY. 

在 lj CCV)) 一 0 的 条 件 下 ,和 > 是 上 唯一 决定 的 ， 

证 明 事实 上 , 令 

ve) 一 | AQ)dro， 
站 区 


就 知道 ALm7 = Af 在 VV 中 成 立 , 所 以 一 UU 调和. 至 于 这 样 的 和 
z 唯一 , 那 由 定理 2.5.5 就 可 以 知道 ， 1 

引 理 3 假定 zx 在 区 域 如 中 二 次 连续 可 微分 ,那么 zx 上 调和 
的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 在 虽 中 Au 专人 0. 

证 明 任意 取 一 点 PED, 取 正 数 p 充分 小 使 RCP,p}CQ, 那 
人 么 由 Green 公式 可 得 


_ ax， _ ud | 
| ardr | 3p 一 Cn 1 dp udEp,p, 【之 6. 13» 


如 果 Au < 0, 那 么 芒 |uder.。 < 0. 因此 |uden., 随 增加 而 碱 小 .但 
是 在 p 一 0, |udee.。 看 作 4 的 函数 是 连续 的 ,并 且 数 什 等 于 uP)， 
所 以 得 到 
| was。 < wp). 
反 过 来 ,如 果 在 某 一 点 P,Az(Po) > 0, 那 么 取 p 充分 小 的 时 候 ， 
Ax > 0 在 上 (Po,p) 里 成 立 . 所 以 由 (2. 6. 13) 知道 |udser,,s 随 Pp 的 增 
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加 而 增加 . 因此 
jaw。 > x Pn). 


因此 ,u(P) 在 了, 不 是 调和 的 。 | 
引 理 4 假定 x 在 区 域 2CE" 里 上 调和 ,3 是 如 的 任何 一 个 
子 集 ,S 到 0 的 边界 的 距离 是 6, 那么 对 任何 正 数 p 之 二 Cm 一 1， 


2,…),u,” 在 S 里 上 调和 和, 随 p 的 减 小 而 增加 ,并 且 当 jp 一 0 时 收 伊 
于 
证 明 ”上 先 证 明 闫 一 1 的 情况 . 首先 ， 


utP) 一 | eaer。 dt. 《之 . 6, 14» 


由 于 lim Juder, 二 uP), 可 得 到 


lim uP) ~ at). 2.6.15) 
丸 由 (2.6.14) 得 到 ,对 任 森 充分 小 的 正 数 p， 
uP) ulP). (2. 6. 16) 


现在 取 正 整数 上 >173, 于 是 
lim Hm ~ uh}, PES., 
A, CP) 一 SUP lua CP Hm}, 
那么 {f(tP)} 是 一 个 单调 增加 列 ,ft 卫 ) 连 续 , 并 且 当 一 cc 的 时 


候 收 亦 于 zx(). 中 

由 这 个 事实 可 以 证 明 : 当 2 充分 小 时 ， uder., 随 #5 减 小 而 增 
加 . 为 了 证 明 这 一 点 , 在 天 (P,p) 里 造 调和 函数 态 ,, 它 以 广 为 按 
界 值 . 于 是 当 0< 之 8<<p 的 时 候 ， 


必 Batre 曾经 证 明 过 更 一 般 的 定理 :只 要 概 定 /六 在 -个 紧 致 集 严 下 半 连 续 , 就 让 
在 一 列 连续 函数 单 良 增加 地 收 租 于 六 
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jder, = im| Paerv = lim HC7) 
一 lim | Faders < easy 
四 此 又 知道 e 充分 小 时 ,wo 随 Pp 减 小 而 增加 ,因为 当 0<B8<p 
的 时 候 ， 
下 太一 ;| | udodr: = 2 |e rat judes, 
Fy dn ss 站 JJ 
_ 2| 8 dé Juder < aj dé de a ~ wp). 
Ll [HE 


还 蛋 证 明 在 子 集 SS 中, 当 p<6 时 ,wlP} 在 5 里 上 调和 ,假定 
PES, 那 么 当 p 所 bp 十 ?过 时 ,可 以 造 一 个 炒 数 召 , 它 在 下 (P,r) 里 
调和 ,a 为 边界 值 . 于 是 


JacQYder, Ces) 一 HP) 


一 ugre, < |udre., 一 wt ). 
最 后 利用 归纳 法 证 明 这 个 引 理 对 任何 正 整 数 mr 成 立 . 事实 
上 ,很 定 mw 一 时 引 理 的 结论 是 对 的 ,那么 "CP) 在 5 时 上调 
和 ; 随 p 的 减 小 而 增加 ,并 上 且 
lim a, "(CP) iml xz) ,CP) = uCPY, 
但 是 对 任何 正 数 es, 当 > 充分 小 的 时 候 ,x ”CP) 汪 ww(P}) 一 e, 所 以 
limu "(CP) wu(P). 
另外 一 方面 ,w (Pw (PP 所 u(P). 所 以 上 面 这 极限 必须 等 
于 u(tP). 1] 
引 理 5 假定 x 在 KCP,R) 里 上 调和 ,那么 |vderv 是 r 的 减 小 
水 数 , 并 且 是 一 让"(n > 2) 或 log.r (n = 二 2) 的 连续 四 因数 . 
证 明 ”假定 nn 计 2,0 近 7 过 7, 之 R, 取 正 数 5 充分 小 ,那么 us, 


在 KP,R 一 3p) 里 上 调和 ,并 且 二 次 连续 可 微分 . 所 以 由 Green 公 
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o> Au‘ Ydr 


ECP or KEP.r)) 


”1 地 《93 “1 代 [31 
一 Fe1 7 | dep., CO— je der.s, | 


令 上 一 一 一 ,那么 么 由 上 面 不 等 式 得 到 车; x, der,. 全 0. 因此 
jas, 是 :的 冉 函 数 , 即 当 r 之 7 之 时 ， 
(一 de 
> 一) ader., 


十 | 一 rr 十 2 ) Jatoder,. 
由 于 当 p-*0 时 ,0 半 调 增加 地 趋 于 ,上 面 不 等 式 中 的 ”可 以 
改 为 w. 所 以 uder,. 是 一 +" 的 钊 函数 ,现在 uder. juderw,, 所 


以 fader,, 有 下 界 ,因此 连续 . 至 于 |uder,. 关于 单调 减 小 ,前 面 的 
引 理 4 已 经 说 明 . 

n 一 2 的 情况 类 似 . 1 

定理 2. 6. 2(F. Riesz 的 分 解 定理 ) ”假定 xf(P) 在 一 个 区 域 乡 
之 后 里 上 调和 ,那么 对 串 的 任何 一 个 有 紧 致 包 的 开 子 集 了 ,存在 
调和 育 数 wv 和正 测 度 pz,p 的 支柱 包含 在 Y 里 ,使 

uP) = U*(P)+v(P), PETY. 
在 lal (CVD 一 0 的 条 件 下 ,p 和 wv 是 唯一 决定 的 . 

证 明 由 引 理 1 及 引 理 4, 对 充分 小 的 正 数 p, w。 是 上 调和 
函数 ,并 且 az 在 Y 中 满足 一 个 Helder 条 件 . 因此 由 定理 2. 6. 1， 
考 道 存在 一 个 调和 函数 w 和 一 个 支柱 包含 在 V 里 的 测度 上 ,使 在 
V 中 有 
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f 
a = 十 到. 


由 引 理 3,m 是 正 测 度 . 
现在 对 任何 -- 个 闭 球 KP, 世间, 当 nn 产 27 之 rr 之 ,有 


14) 
du, 


o> | Au' dr = | do 
Fel re) ' 


全 天 dr 


xfEr — Nuder.. 
当 wn 一 2 时 ,上 面 第 二 个 不 等 式 右 端 改 为 


《二 对 和 
| der, , -一 下 芷 “ tap, 
2r 。 站 让 

开 


一 全 { 一 HF, 


log.2"” 一 loger 


[uder.. 一 Juder.. 
这 说 明 ptK(P,r)) 关 于 p 是 有 界 的 ,因此 pi 在 任何 一 个 紧 致 集 
上 关于 e 有 界 . 所 以 由 选择 定理 ,存在 一 列 {jp} 浑 收 化 于 一 个 正 
测度 yg, 的 支柱 包含 在 让 里 . 现在 证 明 xs 一 5 在 WV 里 调和 . 令 * 
一 x 一 U", 那 么 对 任何 一 点 PEV， 


Jaer..= | udes, — [BP 


一 lim| | der 一 Cdm | 


机 一 


2 


， 0. 


= lim| (xz — Us )der.. 


下 


= lim(a, (CP) — Ur (P)). 
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所 以 当 r 充分 小 的 时 候 ， 
(vden, = [uden,, — [Order,, 


眼 r 无 关 . 靠 号 右 这 由 于 # 和 [2 上 调和 ，, 当 一 0 时 趟 于 zf) 一 
CP 一 wt). 所 以 


Juder. 一 ve), 


此 外 ,由 于 |odso.. 眼 7 无 关 ,v, 也 跟 p 无关, 因此 


vA(P) 一 vpP). 
vp 连续 ,所 以 ”> 也 连续 ,因此 mm 调和， 
闫 林立 是 唯一 的 ,因为 在 了 里 如 末 
n= Uo, 
那么 
0 = Ui 二 (Cv vi), 
因此 ,Z 和 ”是 调和 函数 ,所 以 gpja. 因 此 v= 1 
由 下 - Riesz 的 分 解 定 理 知道 ,假定 天 ' 及 天 "是 两 个 有 紧 致 包 
的 子 区 域 ,KK' 守 KK"CCKR"CAD, 那 么 对 一 个 在 人 里 上 调和 的 疯 数 *， 
存在 正 测度 jy 及 ,使 
uP)— UP Hv PY, PEK', 
ul(P}y 一 UPH oP), PEK'. 
由 于 下 ' 守 KK", 对 于 PEK', 上 面 两 个 等 式 同时 成 立 , 因 此 
C= UP 4 oP) ~ vP), PEK', 
因此 ,0U*”* 在 下 ' 里 调和 ,所 以 就 是 在 天 上 的 限制 , 即 
x 二 Wlk'. (2. 6. 17) 
现在 对 只 的 任何 一 个 Borel 子 集 e 定义 
xe) 二 sup {A(O) |C 紧 至 ,CS ey， 
这 里 yg 中 表示 &: 在 任何 一 个 包含 忆 的 在 如 里 有 紧 致 包 的 子 区 域 
下 ' 上 所 决定 的 测度 . 由 于 (2.6.17),p 跟 外 ' 的 选择 无 美 . 
A 有 下 面 揭 性 质 ， 
] 1 之 


(1) 对 旭 的 任何 一 个 (B) 于 集 em(ey 是 一 个 实数 或 士 co. 桂 
别 当 e 紧 致 时 ,efe) 有 限 ， 

(2) 对 昌 的 任何 可 列 个 (B) 子 集 e1 ,ez 和: 当 17 时 ,ei 门 ej 一 
加 ,就 有 

ptel (J es (on) = ple) 十 Fes》 十 …， 

及 满 足 (1), (2) 两 个 性 质 的 & 称 为 相对 于 虽 的 一 个 删 女 , 它 
不 一 定 是 下 的 一 个 测度 在 上 的 限制 . 特别, 如果 对 所 有 (B) 集 。 
地 和 ,1p(e) 谤 0, 那 么 1 称 为 相对 于 只 的 一 个 正 测 度 . 上面 所 得 到 的 
££ 就 是 这 样 的 . 

用 这 些 概 念 , 分 解 定理 可 以 表述 如 下 : 

定理 2.6.2 假定 zz 是 区 域 只 里 的 一 个 上 调和 函数 ,那么 存 
在 一 个 唯一 的 相对 寺 如 的 正 测度 ,使 对 吾 的 任何 一 个 有 紧 致 包 
的 开 子 集 刀 ， 


u(P) = UPP) 十 vo DP), (2. 6. 18) 
这 里 wo 是 一 个 调和 函数 ,在 满足 (2. 6. 18? 的 限制 下 是 唯一 的 . 
习 题 


1 证明 ;如 果实 函数 & 在 了 ,EE" 的 一 个 邻 域 中 有 定义 ,六 
一 ee 并且“ 不 恒 等 于 十 ,那么 «在 Po 上 调和 的 充分 而 且 必 要 
的 条 件 是 zx 在 PP, 下 半 连 续 , 并 且 对 一 切 充 分 小 的 正 数 p,w( 了 PP) 二 
ulP). 

2. 把 F. Riesz 的 分 解 定理 推广 到 两 个 上 调和 的 差 的 情况 . 


8 2.7 相对 于 开 球 的 Green 位 势 


假定 疡 是 相对 于 开 球 天 (DO,R) 的 一 个 Radon 测度 ,GCP,Q) 
是 天 C(O,R}) 的 Green 函数 ,那么 我 们 把 


Ui P) 一 | GP,Q duleo), PE K(O,R) 


(2.7.1) 
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称 为 & 相对 于 (CO,R) 的 Green 位 势 . 特别 . 当 QEKC(O,R) 时 ,tw 
的 Green 位 执 就 是 CP, 有) 

下 面 经 常 已 定 (2.7.1) 式 右边 的 积分 居 确 定 的 ,Ui 也 简写 
作 Ur*. 

当 za>2 的 时 候 , 令 R 一 ,我 们 看 到 (P,Q) 单 调 增 加 地 收 
化 于 7 和 ,因此 "可 以 看 作 天 (De ) 的 Green 国 数 ,而 Newton 
位 势 [ 可 以 看 作 相 对 于 天 (Do 的 Green 位 势 Lo 可 是 当 

二 2 时 ,对 数位 势 无 法 看 作 相 对 于 开 圆 的 Green 位 势 的 特例 . 所 
以 ,相对 于 尺 (O,R} 的 Green 位 热 理 论 是 Newton 位 势 理 论 的 推 
广 , 而 不 是 对 数位 势 理论 的 推广 .下面 规 定 ; 当 二 2 时 ,R 可 以 等 
于 cf# 但 是 当 一 2 时 ;限制 OQ< 人 RR 之 oo. 

另外 一 方面 ,根据 2.4 中 GCP, 人 @) 的 表示 式 , 我们 知道 当 
PEK(O, RO 时, 

UCP)— ro R" UF), n> 2， 

Uw gf 一 r 

[en py pe RHCKO, R)), 所 一 人， 
所 以 相对 于 天 CD, 尺 ) 的 Green 位 势 又 可 以 用 [下 来 表示 .这 种 表示 
法 还 可 以 有 另外 的 形式 ,比方 ,如 亲信 
GP,Q) = UPRQ) + HCP,Q), 
那么 HCP,@) 是 以 一 UT7(Q) 为 边界 值 的 K(O,R) 里 的 调和 消 数 ， 
所 以 由 定理 2. 4. 2 知道 


H(P,Q) = | Ur (M) 2 de gy. 
] 


因此 ,对 于 一 个 相对 于 天 (CO 〇 ,RR) 的 Radon 测度 ,由 Fubini 定理 
可 得 
Uiom DP)= [UCQ) + HP,Q) dCee) 


= UP)C— || UTCM) I doudp(eq) 
上 


Cn 


] 4 


一 一 {9, 7. 全 3 
这 里 尹 旦 分 布 在 SP 及 7) 上 的 一 个 测度 ,对 任何 (五 ) 集 e， 
fo 一 工 | HW MD) 
A | [ DN 


on 

在 上 面 的 讨论 中 ,假定 把 相对 于 天 (CORD) 的 测度 A 以 Ad 一 
上 人 门 民 (GD, 玉 ) 焉 拓 到 任何 (如 ) 集 24 守 Fr. 因此 ,(2.7.1) 的 积分 
域 也 可 以 是 Fr. 同时 ,自然 假定 在 演算 过 程 中 没 磁 到 不 确定 的 情 
况 , 比 方 ,py 的 总 质量 有 限 的 时 候 就 行 了 . 

在 (2,. 7, 2) 里 令 jy 一 &0;Q@EEKKCO,R) ;就 可 以 得 到 

GPQ) = UB, (已 ) = URP) ~ URP). 

由 于 如 (了 了 ,Q@) 可 以 用 0 连续 地 延 扫 到 CCKCO,R)) 里 去 ,而 且 一 战 
是 分 布 在 SCo,R) 上 的 测度 ,我们 看 到 一 外 在 C( 天 (COD, 民 ) 7 里 产生 
的 位 势 和 ze 相等 而 符号 相反 , 用 物理 学 的 话 来 说 ,一 总 是 点 电荷 
so 在 3 人,R) 上 感应 出 来 的 电荷 分 布 . 由 于 这 感 座 电荷 的 抵消 ,点 
电荷 eo 的 存在 对 到 (O,R) 外 部 的 空间 没有 影响 了 . 因此 ,Den 
可 以 看 作 上 相对 于 天 (OO, 民 ?的 电场 位 势 , 由 于 同样 原因 我 们 也 可 
太 把 Co 看 作 A 相对 于 天 (OO,R) 的 电场 位 势 , 虽 然 它 不 一 定 可 
以 用 0 连续 延 拓 到 CCK (ODO,R)) 里 去 . 

以 后 , 当 我 们 建立 了 一 般 区 域 的 Green 四 数 和 Green 位 势 的 
概念 时 ,类 似 的 物理 解释 也 是 适用 的 ,现在 暂时 不 谈 .现在 我 们 要 
把 下 . Riesz 的 分 解 定 理 推 广 到 相对 于 开 球 的 Green 位 势 上 来 . 

定理 2.7.1 假定 zx) 在 可 的 开 子 球 尺 (O,R}) 里 上 调和 , 那 
么 存在 一 个 玲 一 的 相对 于 下 (0,R) 的 正 Radon 测度 x, 使 对 
KCOsR) 的 任何 一 个 相对 紧 臻 的 开 子 集 5， 

ua(P)y=U ,PY +H vtP), PES, 
这 里 ws 是 一 个 在 S 里 调和 的 范 数 ,一般 跟 SS 有 关 . 

证 明 ”由 F, Riesz 的 分 解 定理 ,存在 一 个 唯一 的 相对 于 

KK(O 〇 ,RD) 的 正 测度 ,使 


dateo }dow. (2.7.3) 
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xaP)Y= (PP 十 (PP PES, 
在 汪 里 调和 , 因此 
uCP) US PY 4 PY FU PY. 
令 ves( 户 二 态 CP) 十 UP) ,就 得 到 定理 2.7.1， 旧 
定理 2. 7.2(M. Brelot, H. Cartan) 令 x 是 户 的 开 子 球 
天 (OO, 玉 ) 里 一 个 正 的 上 调和 盟 数 , 则 z* 是 一 个 相对 于 天 (CO 及 ) 的 
正 测度 Ar 的 Green 位 势 ( 不 恒 等 于 c=)? 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 
jim | as。 一 0. 
证 明 六 要 性 假定 5 是 相对 于 天 (ODO,R) 的 一 个 正 测度 ,Ur* 
关 o9, 那 必 存 在 一 点 疡 ,使 
reCP) 一 [EP,QY dyeo) < oo, C2. 7.4) 


我 们 完 证 明 对 任何 正 数 ",0<-r<R，[Urdeo.. 存在 . 事实 上 ,由 个 
反 律 (定理 2. 2. 1 是 针对 五 " 的 ,但 对 尺 (O,R) 也 成 立 )， 

as = | (2. 7.5) 
UA) 在 久 (O, 民 ) 里 正 , 有 界 、 连 总 ,并 且 在 居 (O,R) 以 及 KCO， 


RN (DD,r) 里 证 各. 假定 
Sup CUP) 一 MM, in CPP 和) = m, 
人 和 (全 Fr) 


总 所 ST, ry 


那么 ， 
GP,Q) > VCQ) 


在 SO,r)y 上 成 立 . 在 SCO,R) 上 面相 等 式 也 成 立 ; 因 为 不 等 式 两 
边 都 是 0. 在 下 ( 〇 ,7 或 者 下 (O,R)\K(DO,7) 里 ,不 等 式 右 边 是 上 
调和 函数 ,左边 是 调和 函数 . 所 以 由 上 调和 函数 的 极 小 值 原理 ,这 
不 等 式 在 天 (OO, 员 ?里 成 立 . 因 此 ,由 (2,7.4) 知 道 Com 和 关于 天 


可 积分 . 因此 (2.7. 5) 式 等 号 左边 的 平均 值 |"dso.. 存在 . 
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现在 , 当 7 一 吧 的 时 候 ,%( 久 ?单调 减 小 地 赵 于 0 所 以 ,由 
Lebesgue 收 钱 定理， 


lim jade 一 limjzwrda 
Fe re 


= | limU™.-dpg = 0. 
i 


充分 性 ”假定 # 在 上 (0O,R) 里 上 调和 ,那么 对 任何 正 数 pp， 
0<p< 及 ,由 定理 2.7.1 知道 存在 一 个 相对 于 后 , 民 ) 的 正 测度 
py 使 2 一 CA PP) 在 天 (Do 里 调和 ,我 们 证 明 它 在 站 5 〇 ， 
尺 ) 里 上 调和 ,事实 上 ,CY * (PP 首肯 (OVR)NKCO1p) 里 调和 ,所 
以 wp) 一 UMKOD (PP) 在 天 (O,R)\K(O,Pp) 里 上 调和 . 当 PEe 
SO,o) 时 ， 


uP) = UO PY) + wp), 
其 中 p< 之 p' 过 RR 而 wv'(P) 调 和 . 因此， 
uP) ~— UNOMP) = Ur OW PP) + vw (PP) 

上 谐 和 (因为 |KCO,e NKCO, 户 是 正 测度 ). 

现在 当 ror 一 RR 时 ,ORCP) 一 0, 而 # 宇 0, 所 以 由 上 调和 函 
数 的 极 小 值 性 质 可 得 到 

一 《2.7.6) 

我 们 证 明 当 pz 尺 时 ,az 一 22 7 有 收 化 于 …: 个 调和 函数 ,随便 
取 一 点 太 千 大人 民 ) ,可 以 各 一 个 正 数 pp 之 R, 使 PEKCO,po). 而 
pp 时 ,a 一 UM 在 天 (O,po} 里 调和 ,并 且 随 。 的 增加 而 减 
小 . 由 2.7.6) 困 道 , 它 在 原点 已 的 数值 有 十 界 , 因 此 由 Harnack 
定理 知道 ;xz 一 [2 “了 短 o 一 及 而 趋 于 一 个 在 天 (CO 里 调和 鸭 
冰 数 ww 特别 ,在 局 调和 ,因此 = 在 任意 -点 书 E 六 (OO 及) 调和 . 

另 -- 方 面 ,z 近 xz, 假定 定理 的 菜 件 成 立 , 当 ror 一 妨 时 ， Juds, 
一 0, 那么 由 调和 函数 的 极 大 值 性 质 就 知道 wCOD)s 扫 0. 由 42.7. 6) 


知 着 惰 之 0. 所 以 得 下 一 0 .也 就 是 
1innga — Cr AH) = 0, 【2. 7. 7) 
pr 
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用 计 表示 下 (O16) 的 特征 函数 ,那么 GP， Q)XoCQ) 随 着 户 增 加， 
所 以 由 lebesgue 收 伍 定理 ， 


lim JG ,dul KO p)) (en) = lim IG ,Qa 
pk | A 


— | imccP,Q)xzo(Q)ap = |GCP,Qydr (2.7.8) 


由 (2.7 了 .77 和 {2.7.8) 得 到 zz 一 DC .上 上.:- 

“推论 1(H. Cartany 假定 在 (0, 太 ) 里 为 正 而 且 上 调和 | 
wfP 忆 ) 返 Ur (Py oo, PE.KO,R), 
这 里 凡是 一 个 相对 平素 TO;R) 的 正 测评, 那么 (PP) 是 一 个 Green 
位 势 . 

证 明 因为 这 样 的 满足 定理 2,7.2 的 条 件 ， 1 

假定 x 在 一 个 区 域 8 里 上 调和 ,vw 在 吕 里 调和 ;wv 志 4 成 立 , 那 
么 v 称 为 uw 在 全 插 的 一 个 调和 下 峰 . 

推论 2(F. Riesz) “假定 一 个 上 调和 函数 在 KCO,R) 里 有 调 
和 下 必 ;, 那 必 存 在 一 个 相对 于 天:O,R) 的 正 测 度 zx, 使 

天 一 Dec 十 hh， A 


其 中 心 是 zx 在 天 (DO,R) 里 的 最 大 的 调和 下 属 . 
习 题 


1 证 明 推论 2 
.2&.。 证 明 : 假 定 & 的 总 质量 有 限 , 那 么 (2, 7,3) 中 的 yj 的 总 质 
量 等 于 p 的 总 质量 . 
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第 三 章 条 除 法 


把 二 个 带电 物体 放 在 爸 属 容 仇 内 ， 然后 用 一 根 铀 丝 把 容器 表 
面 连 到 地 面 上 去 . 可 以 假定 地 面 上 的 电位 不 受 这 个 带电 物体 的 影 
响 ;仍旧 是 ， 0, 于 是 容器 表面 和 容器 外 部 的 电位 也 是 0. 用 物理 的 话 
来 讲 ,这 是 由 于 容器 表 替 受到 带电 物体 的 感应 ,出 现 了 电荷 - 议 个 
感应 电 荷 跟 带电 物体 在 容器 外 部 造成 大 小 相等 但 是 符号 相反 的 电 
场 , 因 此 互相 报 消 :这 说 明 对 容 禹 外 部 将 杰 间 来 说 ;带电 物体 可 以 
用 一 个 分 布 在 容器 表面 上 的 电荷 所 代替 . 

“ 对 流体 运动 也 名 以 作 类 似 的 想象. 很 定 观测 者 与 源泉 被 一 个 
闭 曲 面 障 开 ， 那么 在 观测 党 阔 玉 ， 流体 运动 仿佛 是 由 分 布 在 这 曲面 
上 的 源泉 造成 的 ， 

把 支柱 包含 在 个 点 集 内 部 的 测度 换 作 一 个 分 布 在 这 个 点 集 
迪 界 上 的 测度 ,但 不 影响 在 这 点 集 外 部 原来 测 测定 的 位 势 的 数值 ,这 
样 一 个 原理 在 位 势 论 中 喇 做 扫 风 . 说 得 详细 一 些 ,这 是 把 点 集 内 部 
的 质量 扫 到 边界 上 去 . 像 前 面 说 的 那样 ,扫除 的 想法 并 不 缺乏 传统 
的 物理 的 解释 ,可 是 在 一 般 前 数学 的 提 法 下 ,用 测度 的 概 丛 把 它 严 
格 地 建立 起 来 , 却 还 不 过 是 30 年 代 的 事情 ,是 位 势 论 的 近代 发 展 
的 主要 开端 之 一 . 这 个 打 阶 厚 理 首先 明 Frosrman de la Vallee 
Poussin 等 人 完成 的 .下面 我 们 采用 H. Cartan 在 1945 一 1946 所 
作 的 论证 方式 . 

扫除 这 个 名 字 最 时 是 Poincaré 在 1899 年 取 的 ,他 由 于 研究 
调和 函数 的 Dirichlet 问题 想到 这 个 方法 . 假定 “个 区域 避 的 边 四 
上 已 经 给 了 一 个 国 数 ,区 假定 可 以 把 f 延 拍 到 整个 介 上 来 成 为 
一 个 充分 光滑 (比方 说 三 次 连续 可 微分 ) 的 函数 ,当然 可 能 A/ 关 
0. 不 过 由 定理 2. 6. 1 我 们 知道 Af 表示 物质 密度 的 常数 倍 . 因此 
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要 作 一 个 在 如 里 调和 并 以 了 为 边界 值 的 函数 ,可 以 看 成 是 把 旭 内 
部 的 质量 扫 到 边界 上 去 的 过 程 , 在 某 种 特殊 情况 下 ,Poincaré 通过 
扫除 的 想法 的 确 成 功 地 解答 了 Dirichlet 问题 ,但 是 由 于 缺乏 明确 
的 测度 论 的 概念 ,在 他 的 著作 中 ,扫除 法 实际 上 只 有 某 种 象征 性 的 
意义 ;他 的 论证 方式 跟 Schwarz 及 Neumann 所 创始 的 记 错 法 大 
林 上 蚌 同 一 个 类 型 的 . Dirichlet 何 题 的 这 个 类 型 的 解法 的 近代 讲 
法 是 Perron,F. Rieszy Wiener，Brelot 等 人 的 上 调和 国 数 论 . 这 构 
成 近代 位 势 理论 的 另 一 个 主要 的 基础 .通过 这 个 理论 系统 同样 可 
以 建立 扫除 原理 ,不 过 我 们 在 这 一 章 不 采取 这 样 的 办 法 . 


3 3.1 候补 Hilbert 空间 及 投影 


定义 ”和 假定 工 是 一 个 实 线性 空间 ,其 中 任何 两 个 元 素 4+ 和 ,j 
都 对 应 一 个 实数 Qs ,叫做 4 和 的 肉 积 ,使 对 工 中 任何 元 素 %， 
pw 以 及 任何 实数 a,65, 下 列 关系 成 立 ， 

(1) laitbnrm) =altAye) tp pw); 

C2) (hp 一 CA 

《3) (〈4) 闻 0 等 导 只 当 ， 是 工 的 零 元 素 时 成 立 ， 
那么 说 工 是 一 个 候补 ( 实 )Hilbert 空间 或 准 ( 实 ?Hilhert 空间 . 

引 理 1 假定 工 是 一 个 候补 Hilbert 空间 ,那么 对 工 中 任何 两 
个 元 素 A 下 式 成 立 : 

CA EE AA CE A). 

证 明 ”由 定义 ;对 任何 实数 x, 下 列 不 等 式 成 立 : 

OA riesaA ra = (ND or Ag) + x Cap). 
因此 最 右 端 这 个 二 次 多 项 式 的 判别 式 必 须 非 正 , 世 就 是 

(Ap < CC | 

对 一 个 收 补 Hilbert 空间 的 每 个 元 素 4, 把 上 41 二 VCD 称 
作 4 的 范 数 . 由 定义 和 引 理 1, 这 种 范 数 有 下 列 性 质 ， 

《1》 对 任何 实数 a 及 任何 4EL, aa =lal | 2， 


《2) 对 任何 2E 工 ,| 4 六 而 等 导 只 当 4 是 零 元 素 时 成 立 ; 

《3) 对 任何 AE 及 geER ATATLs1a4L 士 下 二 上， 

所 以 对 候补 Hilbert 空谷 中 任何 两 个 元 村 4,; x, 加 以 把 
| .一 A 规定 作 它 从 的 距离 . 在 这 尺度 下 工 成 了 一 个 实 线 性 不 度 
空间 . 特别 当 工 在 这 个 尺度 十 完备 的 时 候 , 就 说 工 是 一 个 Hilbert 
空间 ， 

假定 5 是 一 个 实 线性 空间 的 子 集 ,而 对 任何 aES 及 有 ES, 任 
何 实数 EL0,I], 有 re 十 (一 六 BE 那么 说 9 是 一 个 凸 集 . 特别 
如 果 S 蚌 一 个 西 集 并 且 对 任何 Es, 任何 实数 0 都 有 kxES， 
那么 说 $ 是 一 个 凸 锥 . 

我 们 证 明 下 面 这 个 重要 的 投影 原理 : 

定理 3.1.1 假定 工 是 一 个 候补 Hilbert 空间 ,3 是 工 的 一 
完备 的 丁子 集 ,aE€ 工 ;那么 存在 唯一 的 B, 蕊 $5, 使 

le 一 总 | = int le 81， 《3, 1. 1) 

其 中 已 叫 展 mw 在 3S 上 的 投影 . 

证 明 由 于 SS 完备,S 是 工 的 闭 子 集 , 所 以 至 少 存在 一 个 局 
和 3S, 恒 (3. 1. 1) 成 立 . 再 证 明 记 瞧 一 .假定 遍 €€5 也 合 (3.1.1) 成 
下 ;由 于 

BB 一 Bl = Bet+a—pl’ 

= PB a?+t+ eARl 2 Pa Ho), 


而 
(a—Bora—pr) 
| 合十 民 名 二 区，。 妈 二 谨 | 多 一 多 | 
, 2 2 
-| 一 全 二 4| 全 | ， 
我 们 得 到 


二 1B 一 忆 二 a 一色 和 十 ha 一 包 上 一 2 一 二 (8+ 
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| 所 以 (PB 十 高 }/2 EE 5S. 因此 
pA Bs 


<ha-Bl 十 la Bl — 2inf | je Bl = 0， 
由 性 需 (2) 知 道 所 二 局 ， 1 
定理 3.1.2 假定 工 是 一 个 候补 Hilbert 室 间 ， s 是 L 药 一 个 
完备 的 山子 集 ;aE 上 ,那么 BES 是 a 首 S 上 的 投影 的 充分 而 且 
必要 的 荣 件 是 
BO) 0 BES. {3.1, 2) 
特别 ， 如 条 8 是 完备 的 凸 子 锥 ,那么 (3. 1. -2 
(6 一 六 一 0 (4 一 总 有福 0， BES. 《3.1.3) 
如 果 .& 是 子 Hilbert 空间 ,那么 53. 1， 可 丰 未 . 
CaP) =0, BES. 《3. 1. 4) 
证 明 ”如果 (3.1.2) 成 立 , 那 么 对 任何 BES， 
a—Bl = a— 训 二 名 一 BB? 
=|a— Bl +t |8— A :一 24 一 B18 一 记 ，) 
六 a 一遍 *， 
因此 ， Bs 是 a 在 S 上 的 投影 
倒 过 来 .如 果 局 大 大 : 在 S$ 王 的 投影 ,那么 对 任何 PES， 
la— Bl eo Pl? 
=ia— Bl:+|8 Bl’ — 2 — Bp — B). | 
因此 ,2(a 一 局 ,8 一 BB 所 中 Bp 一 PB, |. 对 任何 实数 xE (0,1)， 
rB 十 (1 一 rES, 因 此 把 前 出 不 等 式 中 的 六 改作 78 二 (1 一 7) 
仍旧 成 立 . 于 是 得 到 2(& ey | 8 一 高 上. 令 一 0, 得 到 
(3. 1. 2). 
特别 ,如果 3 是 完备 的 凸 子 锥 ;那么 取 8 一 oES,(3. 1.2) 就 成 
Te 一 六 ,90) 祈 0 又 把 (3,1.2) 中 六 下 为 (8 十 Be)YE5, 那 么 就 得 到 
(a—Bo, PB) EO 所 以 《3. 1, 3 成 立 . 侠 过 来 ， 如 果 (3， 1.3) 成 过 ,那么 
对 任何 BES， 
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(ae 一 筷 有 一 而) 一 (8 一 局 及 一 人 一 站 有) 和 0， 

也 就 是 (3. 1,2) 成 立 . 

再 如 果 $S 是 Hiipert 空间 ,那么 对 任何 3ES.8 十 BB 和 一 六 十 
Bs 都 属于 SS, 所 以 把 (3. 1. 2) 里 的 月 先后 改作 8 十 和 一 8B 十 如 :得 
到 (4 一 遍 ,B8} 二 0; 也 就 是 (3. 1. 4). 倒 过 来 ,如 果 (3.1.4) 成 立 , 那 么 
把 (3. 1.4) 里 的 8 政 作 8 一 PES, 得 到 

(a— PB A) = 0, 

所 以 (3.1.2} 成 立 .。 和 

由 定理 3. 1.2 我 们 看 到 , 当 S 是 子 Hilbert 空间 时 ,aE 工 在 S 
上 的 投影 所 拿 (3. 1.4) 这 样 一 个 * 正 变 ? 性 质 当 特点 , 因 则 记 也 称 
作 在 3 上 的 正 交 投影 . 这 是 ” 维 欧 氏 向 量 空间 的 性 质 的 直接 的 
推广 . 


习 惠 


1 证明 一 个 候补 Hilbert 空间 工 的 完备 化 二 是 一 个 Hilbert 
空间 ,并 且 并 上 的 内 积 是 I 上 的 内 积 的 延 拓 ， 

2， 如 果 一 个 实 线性 空间 工 中 每 个 元 素 4 有 一 个 实数 上 4 | 对 
应 .满足 本 节 的 性 质 (1),(2),(3) ,那么 称 工 是 一 个 实 线性 赋 范 空 
间或 者 候补 ( 实 )Banach 空间 .证明 ， 

(1) 对 任何 4E 工 和 gEL, 把 上 4 一 上 上 规定 为 4 和 和 的 距离 ， 
那么 工 就 成 了 一 个 尺度 空间 ; 

(2 一 个 5 实 )Panach 至 间 工 是 一 个 实 HUbert 空间 的 充分 和 而 
上 且 必 要 的 条 件 是 对 任何 4E 基 和 PE 了 ,下 式 成 立 ， 

a2— pl 二 |23+ Axl?= 2|4| +21 :ll*. 

3， 假 定 $S 是 Hilbert 空间 工 疯 一 个 子 Hilbert 空间 ,那么 工 
里 跟 3 的 所 有 元 素 正 效 的 无 素 的 全 体 $+ 是 工 的 一 个 了 Hilbert 
室 间 ,叫做 注 的 正 记 佘 空间. 再 证 明 工 一 SBS ,有 即 对 任何 4E 也 ， 
存在 唯 :的 为 后 3 种 宙 €E5* 使 2 一 视 十 如 ， 
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$ 3.2 “级 位 势 及 能 量 的 符号 


现在 我 们 要 证 明 可 以 利用 能 荆 对 吾 " 上 的 一 部 分 Radon 测度 
定义 内 积 , 先 证 明 
引 理 1(M. Riesz 的 组 合 公 式 ) 对 Fr 中 任意 两 点 放生 ， 
ri “一 Ca) |, rr" dr{en), (3. 2.1) 


其 中 和 ktas 训 是 一 个 与 ni kk a 
证 明 
| rr dr(en) = | "dodr 
pr MO OP a seme F yey Tar 
| | "re ps 于 deydt 
二 | | (hp 一 Dir vp cost) Ts, dew dt, 


这 里 8 表示 加 P 和 MQ 的 交角 . 令 6 一 t/rw; 得 到 


Je 
= ro "0, | pdp | — fF 2p cos0) ¥ dem. 


一 7 中 er- dp|a 十 一 2 ) deo Cer), 
这 里 x! 表示 变动 点 全 的 第 一 个 直角 坐标 . 等 式 最 后 这 个 二 重 积 
分 跟 用 及 疡 都 无 站 ,只 雇 定 于 ae 及 吕 . 国 此 得 到 (3.2.1)， | 

下 面 ; 对 EF* 上 的 任意 一 个 Radon 测度 yj,0<a<n, 令 
Ut (PY = rsdpceo). 
PP 叫 艇 关 的 e 级 位 势 , 或 叫 M. Riesz 位 势 . 又 对 EF" 上 任何 两 
个 Radon 测度 4 及 j, 令 
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(As 1) = Jud = - [ot dA — Ca AY. 


(mcwo 叫 役 六 及 产 的 级 相互 能 量 . 特别 当 n 守 2 且 a=2 的 时 
候 ,2 级 位 势 就 是 Newton 亿 扑 . 

引 捏 2 假定 4 及 产 是 是 人 六 2 上 两 个 正 Radon 测度 ,那么 
对 任何 aE (0,n)， 


CA Nn) EY 【由 网， Fe. 
证 明 由 定义 ， 
CA Hs = jede 一 | ris drewd cen). 
由 (3. 2. 1) 得 到 


对 全， >? Z| | @， re, = 一 | rT Eo "ra "drodACew yd e,) 


_ | jaacem) | {is 二"apcer) dr 
由 Schwarz 不 等 式 ， 
(Raf2 af2))? 《AD 
<| (rdaew) dr 党 ape dr 
由 (3. 2. 1) 这 不 等 式 右边 第 一 个 国 子 是 
| | me rg dACew)dAlew )dza 


— k{ af2,9/2) [idacewaacer) 
= hk{ a/2 ,0/2) (CA, Nin. 
同样 ,第 二 个 因子 就 是 af2,a/2) Cup 上 
引 理 3 当 # 六 2 时 ,有 上 任何 一 个 Radon 讽 度 上 的 = 级 能 量 
(psp) 之 0, 其 中 E00,n) ,除非 (pp 不 确定 ， 
证 明 如 果 (pespe) ew 不 是 不 确定 的 ,那么 由 引 理 2， 


Cs pin -| CU yd Cp 一 Hy 
Tp pat pp dm Zt Yin 


pp mt 2 erp Yeap- ee 
0 四 
引 理 4 当 ” 六 2 时 ,所 “上 年 何 两 个 测度 4v 产 满足 下 列 不 等 
(， i 二 0 cp po (3. 2. 2) 
其 中 0<e<m ,除非 1 和 的 一 一 个 实 系 数 线性 组 人 的 < 级 能 量 是 不 
确定 的 . 
证 明 对 任何 两 个 实数 a 及 加 
0 (ah bp, ad bry 
A FB pe + 2a6 Ap). 


旭 果 CAADotE2m 祈 0 取 & 二 V(r 6 = VY (A A 或 
一 WAN, 这 里 正 负 号 看 564,A)tw 一 中 或 六 0 而 定 ， 那 容 得 到 


2 WA， A CH, RD cns [AA | 2 CA, A Cs Er 


所 以 (3.2. 2) 成 立 ， 

如 果 (4, A 二 Cp Kin = 0 那么 职 二 1:48 二 一 1; 得 到 
(pcoss0,. 右 取 a 一 1， 一 1 ,得 到 (Ch， pon 详 0. 因此 CA 一 0， 
所 以 (3. 2. 2) 成 立 . 


好 果 《AAA = OO (HD > 0, 那么 取 a fs 
一 一 Qp06w/ Vom, 于 是 得 到 


OR CA — 20A8)in 一 一 【AP 
所 蕊 (A 二 0,(3.2.2) 成 立 。 | 
引 理 3 当 n>2 时 ,五 土 任何 一 个 测度 pg 的 能 量 Cpy p00F' 之 
0 除了 (ap 不 确定 以 外 . 如 果 (pypm 一 90, 那么 
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“证 明 引 理 前 半 部 分 就 是 引 理 3* 现 在 证 明 引 理 的 后 举 部 分 . 
如 果 Cpi pe 二 0; 那 么 由 下 理 .4; 对 任何 PEE'， 和 正和 数 a 
(CFEp,, Cp {Ep Ena 二 0. 妹 此 ， 


0 C= Give -一 Frewd pg 一 [i 
其 中 到 io: 风 定 惠 .2.;2. 2 的 证 明 , 不 过 把 其 中 的 < 改 为 a. 因 此 
{PP} = [i "duten). 一 : ~ -md = 一 癌 ， 


因此 =o.。， | | 
引 理 6 当 ”>2 时 ,下 上 的 能 量 有 限 的 -Radon: 测 着 全 体 ， 二 
相互 (Newton 能 旦 作 内 积 ， 梅 成 一 个 候补 于 lbert 誉 间 ， 
十 明显 然 .二 2 的 情形 需 只要 另外 考虑 首先 注意 ， 对 任何 王 个 
下 数 r。 


的 Le 


lim a 1 
成 站 ,并 且 随 着 充分 小 的 正 变数 a 减 小 , z 一 也 单调 减 小 ; 图 
此 对 五 上 任意 机 个 Radon 测度 PF 中 要 Co 确定 , 斌 有 

让 Sy: i i 必 ‘eg 二 -这 ge, 弗 veo ) 


特别 ’ 六 aE DE )=0 时 , 


7 - 


《am Tp) 
De -= 站 办 


由 引 理 2 一 引 理 4, 再 经 过 与 引 理 5 的 证 明 相 类 似 的 推理 ;可 
以 得 到 

引 理 7 E: 上 总 质量 等 400 的 能 量 有 限 的 Radon 测度 全 悚 ， 
用 相互 对 数 能 其 (pov) 和 作 内 积 , 构 成 “个 候补 Hilbert 空间 ]， 

引 理 7 了 使 我 们 想起 相对 于 开 球 天 (QO,R) 的 Green 位 热 . 由 
§ 2.7 知道 ,假定 疡 是 -个 相对 于 天 《OO,R) 的 总 填 量 有 限 的 
Radon 测度 ,性 么 ii np， =U 有 ,这 里 一 六 是 总 质量 等 于 0 的 
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Radon 测度 . 此 外 ,假定 上 和 Yv 是 两 个 总 质量 有 限 的 相对 于 KCO， 
R) 的 Radon 测度 ,那么 由 于 C 在 SC(O,R) 上 等 于 5, 知道 U& ,= 
0. 国 此 它们 的 相互 Green 能 姑 


i 再 而 一 中 
Cer) rn.) A [Urio.mdy 一 jead 


= aaa 一 we) 一 jac ie) 

= (a A) 
由 引 理 7, 当 有 一 2 的 时 候 , 相 对 于 下 (CO,R) 的 总 质量 有 限 并 且 
Green 能 量 也 有 很 的 Randon 测度 全 体 , 用 相互 Green 能 量 作 内 
积 ,构成 一 个 候补 Hilbert 空间 . 至 于 aa>>2 的 时 候 , 同 样 的 事实 当 
然 成 立 了 ,并 且 总 质量 有 限 的 假设 都 可 以 去 掉 , 尺 也 可 以 等 于 
十 co. 和 这样, 我 们 就 得 到 

定理 3.2.1 当 n 实 2 时 ,相对 于 玉 的 开 子 球 尺 (O,;R) 的 

Green 能 量 有 限 的 Radon 测度 全 体 , 用 相互 Green 能 量 作 内 积 , 椅 
成 一 个 候补 Hilbert 空间 . 当 # 沁 2 时 ,允许 RR 二 十 co; 当 n==2 
时 ,限制 RR 之 oo0 ,并且 假定 所 说 的 测度 总 质量 有 限 . 


$3.3 强 收敛 . 弱 收 敛 及 浑 收 敛 


上 一 节 说 明了 字 蚌 候补 Hilbert 空间 . 我 们 把 在 这 候补 
Hilbert 空间 的 拓扑 下 的 收 铺 称 作 强 收 人 钱 . 换 可 话说 ,如 果 {1pmi 
EE . 


| pm 一 天 外 ko A MP 一 PP 一 FJKinp Os mr oo, 
那么 说 {jm} 强 收 但 于 pg 
为 了 简便 ,以 后 常用 (mo 表示 相互 能 量 , 假定 wy 是 吾 上 的 
Radon 测度 ,那么 Cu 四 表示 (mmes 假定 Ap 是 相对 于 天 (9, 玉 ) 
的 Radon 测度 ,那么 CPP 就 表示 (人 RowDRcpP。 
下 面 要 详细 讨论 所 上 的 Radon 测度 的 强 收 伍 及 浑 收 侣 之 间 
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的 关系 ,为 了 这 个 目的 , 先 证 明 
引 理 1(H. Cartan〉 当 ”六 2 时 ,用 er， 表示 以 如 的 有 理 点 
为 中 心 , 以 正 有 理 数 为 半径 的 球面 上 的 均匀 单位 质量 分 布 ,那么 它 


们 的 常 系数 线性 组 合 了 ce .的 位 势 全 体 在 .35 中 稠密 ,这 里 训 


有 限 . 换 名 话说 ,假定 了 是 袁 里 的 一 个 支柱 紧 致 的 连续 函数 ,那么 
存在 一 列 { 多 } 一 致 收 钱 于 /其 中 每 个 是 上 面 所 说 的 那 种 位 热 . 
证 明 随便 取 一 个 正 数 ,存在 一 个 正 数 6, 使 对 距离 小 于 8 
的 任何 两 点 忆 及 包 , 都 有 |fACP) 一 A(Q@) | 过 se. 再 取 两 个 正 有 理 数 7 
及 昌 使 60<r<t<G ,那么 ep. 一 tr, 的 位 势 支柱 是 天 (CP, 人) 的 子 集 . 


今 
J 
g Py = | Ue QF) dees), 
那么 


LACP)》 一 后 ( 忆 | Os 
把 了 的 广 柱 分 作 有 限 个 直径 充分 小 的 两 两 不 相交 的 ( 吾 ) 集 A4;, 使 
对 每 个 4 的 任何 两 点 总 及 入 ,满足 
ED) Ue PQ) Se. 
那么 由 积分 的 定义 ,存在 一 组 PE A;, 使 对 任何 PEF， 
g{P)— SU pap| fdr| < =| rdr， 


注意 DYv(Q) = Ue-(P), 并 且 令 | fdr = cj, 就 得 到 
IAP) 一 Done Pp) | 1 十 | iarj， | 


由 引 理 1 得 到 
引 理 2 假定 (46) 是 Fr 上 一 列 Radon 测度 ,六 2 是 五 " 土 
一 个 Radon 测度 . 如 果 对 任意 有 理 点 PEE 及 任何 正 有 理 数 >, 下 
129 


式 成 立 : 
(rsEpirjim 一 【HSPrjan 0 mm oo, 
那么 {aoj 浑 疏 敏 于 ,或 者 说 相对 于 Fr" 浑 收 侣 于 六 
证 明 对 任何 一 个 f€E.%。, 和 任何 一 个 正 数 ,存在 引 理 1 里 
所 说 的 那 种 位 势 pg 使 对 任何 PEEF",|fCP} 一 g(P)|<is 成 立 . 及 由 
引 理 2 的 根 设 知道 


|*am 一 pawx， Nt — Oo, 
把 /的 支柱 记 作 S ,那么 
上- [fan = ra 一 | 


二 | Pd pem 一 £) ] 十 ac 一 由 | 


Elp 一 天 人) 十 Di)， mr ceo， 
由 引 理 2 的 假设 ,再 经 过 与 &1.7 引 理 3 的 证 明 相 类 似 的 推理 步 
又 ,知道 1m.|53)7 有 界 , 因 此 知道 当 E 充分 小 的 时 候 ,e| pe 一 上 | C5) 
可 小 于 任意 指定 的 正 数 . 因此 得 到 


Joe -jare or 


引 理 2 包括 了 EB 上 对 数位 势 的 情况 . 另外 一 方面 ,对 Green 
位 势 有 类 似 的 结论 , 我 们 注意 如 果 把 引 理 1 中 的 扬 换 作 "的 开 
子 球 玉 (0O,R) ,可 以 得 到 类 似 的 结论 . 因此 跟 引 理 2 类 似 可 以 得 到 

引 理 3(0H. Cartan) 假定 {pm} 是 一 列 相 对 于 天 (O, 民 ) 的 
Radon 测度 ,是 一 个 相对 于 不 (0O,R}) 的 Radon 测度 . 如 果 对 
KC(O,R) 的 任何 一 个 闭 子 球 下 (PP,r), 这 里 了 是 任何 有 理 点 ,r 是 
任何 正 有 理 数 ,当天 一 ce 时 ,Crysr yxrio 忆 一 《Pspr)xiomDy 那 
么 { 各 } 澶 收敛 于 ;或 者 说 相对 于 天 (0O,RR) 浑 收 训 于 pt 就 是 把 
天 (OD, 尺 ) 看 作 $ 1.7 所 考 虚 的 居 部 紧 致 的 空间 ). | 

我 们 再 定义 田 一 种 收敛 概念 -. 

假定 {6}) CS ,pw 旧 有 界 ,EE, 对 任何 AE 安 ， 
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《Co 由 > CEA Mm- 0 
成 立 ; 那 么 说 {jw} 驶 收 伍 于 Am 
由 引 理 3 知道 如 果 {m} 红 收 癌 于 py 那么 {js}; 一定 涟 收 航 于 
F. 另外 ,如 果 {tpo} 强 收 兽 于 六 ,那么 {pnj} 一定 弱 收 化 于 ww 因为 对 
任何 AE 多 ， 
| Cp — po) 二 | mo 一 天 | |4l 0， mo%. 
所 以 强 收敛 强 于 能 收 伍 , 弱 收 仇 交 强 于 浑 收 笋 . 现在 要 说 明 在 什么 
情况 下 ,这 三 种 收 化 的 裤 念 等 价 . 
定理 3.3.1 字 的 子 列 {m 强 收 仇 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 
{an} 弱 收 部 并 且 是 Cauchy 列 ， 
证 明 只 可 证 明 充 分 性 就 驶 了 ,和 根 定 {pg} 弱 收 敛 于 ,那么 对 
每 个 portpn 一 如) 境 收 偶 于 px 一 ;因此 
| 4“ 一 上 下 ?一 lim (pe — por Fy) 


一 = lim lim Cp 一 pops — pp) 


< lim Im | pu 一 wo | Au 一 | ， 

狠 定 {An} 是 Gauchy 列 ,那么 对 任何 正 数 es, 可 以 选择 充分 大 ,使 
当 w 半 时 ;ps 一 pj 中 过 8, 所 以 上 面 不 等 式 右 边 之 sx, 因此 当 p 
充分 大 的 时 候 , | 一 gz 必 过 .所 以 pw 强 收 你 于 上 

为 了 了 解 在 什么 情况 予 由 深 收 艇 可 以 推出 贡 收 笋 , 先 证 明王 
面 的 引 悍 . 

引 理 4 假定 A 和 vy 是 两 个 相对 于 下 (DO,R} 的 正 Radon 测 
度 ,Uo 和 Uxcoo,w 处 外 成立, 那么 | 所 |v||. 

证 明 frau < jear 一 lv < | dy, |] 

把 属于 台 的 正 测度 全 体 记 作 芝 1. 

引 理 5 和 假定 {im} 守 21 ,peE GB (Um) 关于 x 单调 , 当 m 一 
2 时 ,Co 一 [六 那么 1 强 收 化 于 j. 

证 明 出 引 理 4; 4p 是 一 个 有 界 单 调 数 多 ,因此 是 
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Cauchy 列 , 于 是 {gi 也 是 一 个 Cauchy 列 , 因 为 假定 U" 实 Um, 那 
人 么 


Fe — pl et pe — 2 Ord 


jmlt 2 CO. 
这 样 ,只 要 证 明 {pm} 愉 收 刘 于 pp 就 行 了 .这 很 明显 ,因为 由 
Lebesgue 收敛 定理 ,对 任何 AE 用 ?+ ， 


lirm Cp 32) 一 lim jw-ax 一 jeaa = Cd, 1 


由 引 理 5, 任何 一 个 pt 是 上 | 民 ( 〇 OT) 当 TT 一 RR 时 的 强 极 
限 . 不 但 这 样 ,利用 $2.6 引 理 1 的 记号 ， 


+ 下 "sry 
Lr (PY 一 limU* rt > 
让 


而 wx 是 连续 的 上 调和 函数 ,并 且 不 超过 UU 因此 由 
§ 2.7 推论 1, 它 也 是 一 个 位 势 .因此 ,7 ”又 是 一 列 连 续 位 势 
rr 的 强 极 限 ,这 种 连续 位 势 的 测度 属于 221 并 且 支 柱 紧 致 ， 

如 果 对 上 面 所 说 的 这 种 连续 位 势 定义 ws 二 in{f (U0,1/m)， 
那么 太一 am 除了 一 个 天 (Or) 的 一 个 紧 致 子 集 以 外 等 于 0, 并 且 
是 连续 的 位 势 , 它 的 质量 分 布 属于 弛 , 且 支 柱 紧 致 ， 

于 是 得 到 

引 理 6 在 4 中 ,在 强 收 伍 的 拓扑 下 ,位 势 属 于 .24( 即 连续 
且 支 柱 是 天 kO,R) 的 紧 致 子 集 ) 的 测度 全 体 处 处 短 窗 . 

定理 3.3.2 假定 {jm) 守 1 ,ip 有 界 , 1 相对 于 天 (OOD， 
民 ) 洋 政 人 施 于 测度 上 ,那么 jES? 并且} 轮 收 人 钱 于 j. 

证 明 ”假定 半生 目 <M4. 由 于 加 % 下 半 连 续 并 且 非 负 , 所 以 是 
《 喇 ) 可 测 , 所 以 由 Fatou 引 理 (定理 1. 2.10)， 


JUrap < lim |wean = lim jeam 
六 二 


< lim lim |U%dpg, 


so ri 


]32 


lim lim | nl wl <M: 
A ees 


因此 |Urdn 存在 ,所 以 wE e+， 

因为 {6} 渗 收 雍 于 瑚 ,所 以 当 "和 过 并 且 [产生 时 ， 

lim (v, pon ) 一 Tim jwam 一 war = (vy, py. 

由 引 理 6, 这 种 > 在 宇 中 处 处 稠密 . 所 以 对 任何 EGG 一 
(14,p 成 证. 这 说 明 [m)} 也 收 仇 于 让 

定理 3.3.3 c++ 是 均 的 完备 的 凸 子 锥 . 

证 明 由 定理 3.3.1 及 定理 3. 3. 2, 只 要 证 明 任 何 一 个 
Cauchy 列 {pm} 二 人 浑 收 倒 于 一 个 测度 AGEc- 就行 了 . 事实 上 ,对 
插 何 PEE" 及 正 数 r， 

[CCpm — pd ep) | SO | ep pe Oo £1. 
{pm 是 Cauchy 列 ; 所 以 由 这 不 等 式 知 道 对 任何 5., ,都 有 (pw ,sp,.) 
收 敏 . 因此 由 引 理 3 的 证 明 ,对 任何 FE .97。， | 7 dp, 收敛, 击 定理 
1.7.1,{m) 浑 收 误 于 某 Eee | 

定理 3.3.4 字 不 完备 ,因此 它 不 是 一 个 Hitbert 空间 . 

证 明 为 了 简明 ,我 们 只 考虑 2 并 且 员 一 co 的 情况 . 令 
Hm 一 y， 《so 一 so， 我 们 看 到 


kml 
| go- 一 so | ge 
= | so 一 上 和 ;十 | eo,1 | (E01 4 +e 1) 
一 《1 C4" 二]—2=0 一 4 2 一 人 一 和 32 
SC 4 
这 里 < 是 跟 & 无 关 的 正 数 . 因此 , 当 z>> 只 一 co 时 ， 
mp DD) ec2 = "2 "> 0. 


点 mi 十 上 


所 以 {pj 是 一 个 Cauchy 列 . 但 是 在 Er 的 闭 单位 球 中 , {jp} 无 界 ， 
所 以 由 定理 1,7,4,1pm} 不 浑 收 钱 ,因此 由 本 节 的 定理 3.3.1 及 
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3. 3.2,4pm} 不 强 收 第. 

这 例子 就 说 明了 字 不 是 Hilbert 空间 . 1| 

假定 玉 是 区 的 子 开 球 玉 CD,R) 的 一 个 相对 闭 集 ,我 们 把 支 
柱 包 含 在 天 里 的 那些 属于 字 的 测度 全 性 记 作 sk ,属于 sx 的 正 
测度 全 体 记 作 Et. 由 用 的 完备 性 得 到 

推论 1 sx 是 宁 的 完备 凸 子 包 ， 

证 明 < 显然 是 一 个 凸 锥 , 现在 假定 {jm} 是 B&F 的 一 个 
Cauchy 列 ,那么 te 强 收 藤 于 一 个 测度 AGE 二 ,由 于 {1Ae 也 必须 
浑 收 钱 于 PP 的 支柱 当然 包含 在 天 里 .因此 jE .这 证 明了 
sx 的 完备 性 .| 

以 上 和 研究 了 写 的 强 拓 扑 及 号 ' 的 完备 性 . 讨论 的 过 程 是 在 预 
先 定 好 一 个 开 球 的 前 提 下 进行 的 .但 是 应 该 注意 ,这 种 强 拓扑 区 有 
不 依赖 于 这 个 预先 定好 的 开 球 的 一 面 . 下 面 我 们 来 说 明 这 个 事实 . 

假定 天 是 色 的 一 个 紧 致 子 集 ,n 空 2, 那 么 对 任何 一 个 开 球 
KK(O,R) 汪 下 ,可 以 得 到 测度 族 二 x 及 BK, 我 们 可 以 证 明 , 3x 及 
3 作为 测度 族 , 跟 开 球 玉 (O,RR) 的 选择 无 关 ， 

事实 上 ,假定 Radon 测度 上 的 支柱 包含 在 天 里 ,出 有 2.7 

KR POOR 【下 一 及 "es 
= (prpoF — (Fe, 
这 里 yj 是 -一个 支 往 包含 在 SCO, 民 ) 里 的 测度 , 所 以 U* 在 下 里 调 
和 ,因此 有 界 且 (yi ,pr 总 是 有 限 的 , 因此 上 面 这 个 等 式 说 有 明 
(van 有 限 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 (ps)m 有 限 ， 也 就 是 
说 ,KE Gk 的 充分 而 且 几 要 的 和 条件 是 46mp,P) 有 限 .所 以 对 不 同 的 
玉 (0OD,R)DDK ,所 得 到 的 sx 实际 上 是 相同 的 测度 族 . 

但 是 对 于 sx 中 测度 A, 针 对 不 同 的 天 (及 )， |‖ 关 | rec 却 是 
不 同 的 , 因此 ,在 台中 可 以 有 相对 于 天 (O,Ri) 的 强 收 傲 , 相 对 于 
下 {O,R;) 的 强 收 证 ,以 至 相对 于 FF 的 强 收 钱 . 尽管 如 此 ,相对 于 不 
同 的 开 球 尺 (O,R) 沪 KK, 所 得 到 的 Sx 的 强 拓 扑 却 是 互相 等 价 的 ， 
下 面 说 明 这 一 点 . 
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先 假定 >2. 假定 六 是 2 中 相对 于 天 (O,R) 强 收 伍 于 。 的 
一 个 变动 的 测度 ,那么 站 浑 履 笋 于 o 因此 由 $2.7 中 风 的 定义 知 
道 也 浑 收 全 于 o, 因 此 zXA 也 浑 收 敏 于 wx 于 是 
【RE + Am 一 | | pyr 2 一 po da (ep due) 一 > 0D，, i 


这 是 因为 和 S40,8) 的 距离 大 于 0, 于 是 [在 时 所 下 
S(O,R) 时 连续 , 因此 ,由 
《PKtDR — Cr) — CF yf) Er . 

知道 (pp 一 0. - 

反 过 来 ,假定 Cus,m)e 一 0 那么 同样 jg 深 收 化 于 a 于 是 跟前 这 
一 样 得 到 (ye ， m0. 因此 由 上 面 的 等 式 知道 ( on, 闻 
就 是 产 相对 于 天 (D, 民 ) 强 收 租 于 o. 

所 以 当 z>>2 时 ,一 个 变动 的 测度 we 2x 精 对 于 久 tOvRY 强 
收 敏 于 。 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 相对 于 所 强 收 化 于 0. 由 于 一 
个 变动 的 测度 vE Bk 强 收 全 于 一 个 测度 wm 的 充分 而 且 必 要 的 条 
件 是 > 一 m 强 收 语 于 o. 因 此,vE rk 相对 于 天 (OO 及) 强 收 化 于 mm 的 
充分 而 且 必 要 的 条 件 是 它 相 对 于 柬 强 胸 化 于 :这 表明 当 ' 关 半 2 
时 ,Gx 相对 于 天 (O,R) 的 强 拓扑 跟 它 租 灶 于 百 : 的 强 反光 从 + 国 
此 与 玉 4O; 只 ) 的 选择 无 关 . -二 记 

再 谈 n=2 的 情形 . 为 了 方便 ;我 们 利 层 一 种 改良 的 对 数位 
的 概念 , 假定 & 是 EF 上 的 一 个 总 质量 有 限 的 :Radorm 测 度 ,CE 到 ， 
民 是 一 个 正 数 ,那么 我 们 把 


[7 oo 


— UP) 
一 FE:) log， 2 及 十 Usp) 
称 作 x 的 长 良 的 对 数位 势 两 个 Radon 洲 出 度 和 ， 的 改良 的 对 
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CHV) C= | log。 2 dw(er)dqy(eo) 


一 (Ap 一 KOE ) eg, 2nry) 
一 《A 一 大 (下 :ED apr — vB ) eo op):. 
现在 考虑 后 的 紧 致 子 集 到 及 开 球 尺 (O,;R) 少 KK, 相 对 于 
民 (O ,RR) 我 们 得 到 测度 族 5x. 由 于 x€ sx 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 
是 (my 有限 ,因此 闫 全 只 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 也 是 (je, 2) pe 
有 限 . 此 外 ,由 于 对 任何 jE 一 (ED) eo0,zr 的 总 计量 是 0, x 
的 任何 两 个 元 素 如 果 用 (msoe 当 内 积 也 成 为 一 个 候补 Hilbert 空 


间 . 由 这 内 积 得 到 的 范 数 是 | ma 一 W Cp 
我 们 证 明 sx 在 改良 的 对 数 能 量 范 数 十 的 折 扑 跟 在 范 数 
gg geo 下 的 拓扑 等 价 . 事实 上 ， 
(Cpro pT— CF Oo A sp)? 
= Cn CARYEn ,or 一 网 本 
= (pp — CF ps, 
当 (Cpsp)rion 一 0 时 ,& 和 px 都 浑 收 合 于 o, 因 此 由 (Com 的 积分 
表达 式 知 道 ( Dee 一 0 因此 ,由 (pkiomDO 推 出 Css 

反 过 来 ,由 于 (nze 满 足 Schwarz 不 等 式 , 在 这 种 内 积 概念 
下 , 强 收 笋 包含 着 弱 收 误 , 弱 收 仇 又 包含 着 浑 收敛 .因此 ,如 果 
(pa0 那 么 产 和 天 也 浑 收 误 于 o, 因 此 (ase0. 从 而 ,由 
(pe 人 0 也 推出 Ca pkio.r 一 0. 

这 样 ,我 们 就 证 明了 所 说 的 等 价 性 , 可 是 对 不 同 的 开 球 
KK(O,R) 坟 DK,GBx 由 范 数 iw,ay 所 得 到 的 拓扑 都 与 由 范 数 
| 本 所 得 到 的 拓扑 等 价 , 所 以 由 范 数 goo.w; 所 得 到 的 拓 提 
跟 天 (O 〇 ,RR) 必 KK 的 选择 无 闫 . 

总 结 起 来 得 到 

定理 3.3.5 假定 天 是 吾 ' 的 一 个 紧 致 子 集 ,m 之 2 ,那么 相对 
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于 任何 不 同 的 开 球 玉 (O, 尽 ) 盖 及 .sx 是 相同 的 测度 族 , 并 且 有 相 
同 的 拓扑 .这 里 当 六 2 时 , 玉 00,o0) 看 作 声 ; 当 n 二 2 时 ,限制 RR 
有 限 , 而 所 说 的 强 拓扑 与 在 改良 的 对 数 能 量 范 数 下 的 拓扑 等 价 ， 
由 推论 1 和 定理 3. 3.5 又 得 到 
推论 2 假定 兵 是 吾 : 的 子 开 球 天 (CO， R) 的 紧 致 子 集 ， 那么 
二 在 改良 的 对 数 能 量 范 数 下 是 完备 的 古 锥 ， 


$3.4 凌驾 原理 及 扫除 法 


在 这 一 节 仍 旧 考 虑 EF" 的 一 个 子 开 球 下 (DO,R). 当 .n>2 时 ， 
天 50.co) 表 示 天; 但 是 当 nn 二 2 时 限制 R 为 有 限 , 并 且 所 考虑 的 相 
对 于 天 { 口 ,及 }) 的 Radon 测度 是 总 质量 有 限 的 . 

下 (O,R) 的 一 个 Borel 子 集 如 果 对 每 个 xE 中 1+ 者 是 零 集 ,就 
说 它 是 墨 容 的 . 由 定理 3. 3.5 知道 ,E" 的 一 个 有 界 Borel 子 集 4 
零 容 或 者 不 零 窟 跟 所 参考 的 球 玉 (OO, 玉 ) 一 4 的 选择 无 关 , 另外 一 
方面 , 吾 " 的 一 个 无 界 的 Borel 子 集 零 容 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 
这 集合 的 任何 有 和 蛋 Borel 子 集 零 容 . 以 后 ,如 果 一 个 事实 除了 一 个 
零 容 集 外 处 处 成 立 ,就 说 这 事实 伏 乎 处 处 (简写 作 q.P. ) 成 立 . 

现在 我 们 考虑 位 势 论 的 一 个 基本 原理 ,所谓 扫 除法 . 

定义 1 假定 KK 是 E" 的 子 开 球 天 (O,R) 的 一 个 相对 闭 集 ,n 
宇 2,p 是 相对 于 下 (DO,R}) 的 一 个 Radon 测度 , 如 果 存 在 一 个 jo 
sx 使 下 式 在 天 里 似乎 处 处 成 立 ; 

Uo 一 Uo.g, + (3. 4. 1) 

就 说 jw 是 相对 于 天 (OO,R) 把 1x 扫 到 天 里 去 得 到 的 . 

在 这 里 再 作 一 点 说 明 . 假定 jw 是 把 产 扫 到 天 里 去 得 到 的 , 那 
么 在 天 的 内 部 , Co = Tom 处 处 成 立 , 理 由 如 下 : 令 书 是 天 
的 内 点 , 当 7 是 充分 小 的 正 数 时 ,有 


_ 一 上 _ 诺 一 下 
{fC Ho Ep-) | Uw dep.. | Veoder, = 0. 
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Kec), Ry 


因此 
四 Up) 2 lap 4 vep,) 0:. 


所 以 在 PP 处 ;Ux ws (PP) = Uo of 当然 , 这 个 结果 是 针对 
Green 位 势 基础 上 的 扫除 而 言 的 . : 

“由 定 闵 /1 知道 ,假定 所 :是 把 扫 到 大 星 去 得 到 的 ， 那 各 对 任 
何 AE i， 


所 以 pn 5 Ex 正 交 . .特别 ， ,如 果 ， ES ,那么 这 正 交 性 中 | Am 一 
Ai 一 Win 上 pA: 成 于 是 等 价 的 : 所 以 jw 必须 是 在 Sx 上 的 
壕 类 接 影 钢 册 条 这 是 天 时 能 美 山 可 以 归结 到 正 交 投 壤 是 五 在 直 
的 问题 . 可 是 由 于 全 不 完备 ,次 * 不 是 全 的 子 二 Ibert 空间 ,定理 
3: 1 ?并 丰 亿 舍 这 里 所 需要 的 存在 到 唯一 性 定理 ， 人 
点 新 的 研究 : 首先; 我 们 及 : 

“ 引 理 :1 假定 :下 是 本 的 子 弃 于 JE 的- -不 相对 于 村 
> :所 是 楼 对 手 天 CO ?的 一 会 Radom 测 议 : 如 果 ， £ “可 以 要 到 K 

里 , 那 公 所 得 到 的 测 诬 yw 是 唯一 的 . mm 的 特点 是 A E Mk, 并 下 
HA mm 超 猎 有 的 : EE x 正 获 - 傅 必 基 (一 3 ny = 0), ， 

证 明 : 束 徐 i 及 yi 是 所 得 到 的 洞 度 ， 闭 妈 ee = UN 
在 起 里 似 平 处 处 成 立 ， 所 DB : 于 


| po 一 | =f Ds 一 mjd = 本 DO du -0 


因此 ,Am 一 Ai 

现在 如 果 pw 后 多 k 并 且 于 所 有 的 AE ee Cp— -fror AYkeo ns = 0 
那么 加 “必须 在 长 时 似乎 处 处 等 于 0. 因为 否则 ， 必须 有 … :个 不 
零 容 的 Borel 党 4 ,使 本 ">>0, 或 者 Ur 0, 在 i 里 处 处 成 立 . 
假定 是 前 一 种 情形 ， 那么 可 以 取 一 个 久 和 Sx, 第 局 (4)>>0( 因 为 | 
不 零 容 ) ,于 是 = 为 14Eex 并 旦 (一生 0, 跟 和 殷 设 的 正 交 性 
矛盾 ,因此 不 可 能 . 同样 ,后 一 种 情形 也 不 可 能 . 因此 ;ys 是 把 z 扫 
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到 乓 里 去 得 到 的 ， 

反 过 来 ,如 果 pu 在 把 关 扫 到 玉里 点 得 刘 的 : 埋 么 出 中 理 1 甫 
面 的 说 明 . 必 必须 jnE Sx 于 是 对 于 AE A 

(4 一 An 一 0 1 

为 建立 扫除 法 的 存在 定理， 我 们 证 明 一 个 壮 名 的 浅薄 原理 . 

定理 3. 4. 1( 凌 驾 原 理 H.Cartan) 很 定 / 足 的 子 半 球 
帮 《O. 灵 ?里 定 文 的 个 正 的 上 调和 冰 数 ,六 2, 侧 产 是 相对 于 
KCOD,R) 的 一 个 止 测度 , 如 遇 在 产 下 ,雪人 在 乓 (OO, 民 ) 里 几乎 站 
处 成 立 . 那 各 5 了 在 天 (O 有) 里 处 处 成 立 ， 

证 明 由 和 2.7 椎 论 1inftt2 六 = 一切 ,这 下 "是 -个 村 对 于 
天 (有 的 下 测度 . 令 4 一 PP 生疏 (DR 玉 1 那 
人 A) 一 0 ,而 在 KCO.RMNA 里 .0 一 CL. 所 以 


0 de 一 六 | 
| 


加 | | 
所 以 pe 二, 即 y=5. 央 市 inf 0 二 Ur 所 以 CY 之 fF 处 处 成 
闻 ， 
现在 可以 证 明 折 除法 的 存在 和 唯一 定理 . 

定理 3. 4. 200. Frostman, H. Cartan) 假定 天 奈 产 的 -地 开 
款 天 CO, 及) 的 相对 闭 集 ,2.pE se, 理 委 可 以 把 产 打 到 玫 二 ,让 
且 所 得 到 的 测度 mm 是 唯一 的 ， 

证 明 ” 先 假定 E33 知道 吉 是 天 的 一 个 完 符 由 
了 了 锥 ,内 此 出 定 理 3.1.2 知道 & 在 22 上 有 -个 唯 … 的 投影 ,也 就 
是 存在 唯一 的 内 筷 sR ,使 


(A) 一 kw — Cd = OO, 


Cp psd) 一 jee 一 md 和 0， AE 


由 第 一 个 不 等 式 知 道 Borel 能 4 一 1PiBeCP)>rrcPy PE 
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玉 } 是 零 容 的 ;否则 看 在 一 个 思 E5K 使 和 (A) 汪 0, 令 4= 如 1A 得 到 
je 一 Umyd4 >D ,这 跟 第 二 个 不 等 式 是 巴 盾 的 . 


因此 ,7 委 0m 在 天 里 似乎 处 处 成 立 , 再 由 第 一 个 等 去 就 知 
道 ,U*=U* 在 测度 jw 下 几乎 处 处 成 立 , 忆 由 读 驾 原理 ,mst 
在 站 (OQ,R) 里 处 处 成 立 , 因 此 得 到 CU* 一 U% 在 下 里 似乎 处 外 成立 ， 
所 以 po 是 把 pz 扫 到 下 里 去 得 到 的 . 

假定 & 不 是 正 测 典 ,那么 py 二 一 p_i EST ,pST. 把 
Ap+ 和 A 招 到 天 里 去 得 到 pepo 各 jo. 令 jw 二 jro 一 po 就 得 到 所 需 
要 的 测度 . 

由 引 理 1, 唯一， 1 

由 引 理 1 和 定理 3.4.3 的 证 明 又 得 到 下 面 的 

推论 1 假定 五 是 吾 的 子 开 球 尺 (O,R) 的 相对 闭 集 ,EZ， 
那么 下 列 事实 互相 等 价 : 

(1) pe 是 把 & 扫 到 天 里 去 (相对 于 开 (O， 民 )) 得 到 的 测度 ， 

(2) pwE er, fH 对 和 任何 AE Cp po AdriorO—0: 

(3) jw 所 二 x :并且 CO An | KiD,R) — nf | 产 一 从 | kor s 


(4) fio= pa 一 As* 这 里 A Hr 分 别 是 + ,在 节 g 上 的 投影 ， 

推论 1 所 指出 的 (1) 及 (3) 的 等 价 是 物理 现象 的 一 个 严格 的 理 
论 芍 说 明 . (3) 的 物理 意义 是 在 产 国定 不 变 的 情况 下 ,z 一 A 代表 
着 平衡 状态 ,因为 这 时 候 能 量 极 小 ,如 果 不 输 入 能 量 就 不 能 变 成 别 
的 状态 . 所 以 如 果 把 产 看 作 一 个 能 量 有 限 的 电荷 分 布 的 话 , 潮 么 
当 我 们 在 4 所 产生 的 静电 场 ( 相 对 于 天 { 口 ,R)) 效 进 一 个 导体 天 
的 时 候 , 天 里 类 出 现 电 荷 ,一 直到 电荷 分 布 正好 是 一 Am 的 时 候 才 
平衡 .根据 (1) 我 们 知道 一 上 就 是 玉里 正好 足够 似乎 处 处 抵消 天 
的 电场 的 唯一 的 能 量 有 限 的 电荷 分 布 . 物理 上 把 一 po 称 作 jy 的 感 
应 电荷 分 布 . 

物理 上 著名 的 一 种 上 所谓“ 趋 肤 效 庶 "也 可 以 得 到 理论 的 说 本 

定理 3.4.3 假定 是 尺 (0,R) 的 开 子 集 ,4: 是 相对 于 KK(O， 
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妃 ) 的 一 个 Radon 测度 ,|1rlKIDRIANO) 一 0 并 有 旦 产 可 以 打 到 
天 (COD,R)NM3 里 去 ,那么 六 可 以 扫 到 天 (CORDAO 的 任何 一 个 相对 闭 
集 处 里 去 ;并且 只 要 BC) 个 KK(O,R) 三 KECKCO,R)\M2, 那 乏 把 
扫 到 外 里 去 跟 扫 到 B02) 人 个 KCO,R}) 里 去 所 得 的 测度 在 一 样 的 . 

证 明 ”很 定 把 &: 扫 和 惠 有 KtO,R}N\Q 里 去 得 到 Am ,那么 jw 名， 
因此 可 以 把 pw 扫 到 天 CO,RINGQ2 的 在 何 一 个 相对 翔 集 天 里 去 . 由 
定义 1 知道 所 得 到 的 分 布 就 是 把 g 扫 到 下 里 去 所 得 到 的 . 

此 外 ,由 扫除 定义 1 后 的 说 明 , Ce 在 下 (O,R)N 人 里 恒 等 
于 10, 可 是 Con 在 天 (DRINO 昌 调和 ,所 以 Co 在 天 CO, RD)N 
里 也 调和 后 此 Ho 的 支柱 包含 在 们 里 . 但 是 jn oanns 所以 A 
的 文 柱 包含 在 BN) Nf KCO,R) 里 ,因此 js 所 Epp KO RY 这 说 明 
上 必须 就 是 把 2 扫 到 BOD) 门 天 CO,RR) 里 去 所 得 到 的 分 布 .于 是 
对 任何 相对 闭 集 天 ,只 要 五 (2) 门 天 OP) CKK 祈 KCO,R}YWMD, 把 
产 扫 到 天 里 去 所 得 到 的 测度 也 就 是 m， | 

定理 3. 4. 3 是 假设 被 扫除 的 测度 的 全 部 正 负 质 量 都 分 布 在 
凡 里 . 假定 不 是 这 样 ,那么 gy 可 以 分 作 六 | 昌 和 | (KCO,R)MD. 对 
| 器 , 定 理 3.4. 3 还 是 适用 的 . 至 于 | CK(O,R)N\0) ,如果 能 基 是 
有 限 的 ,那么 扫 不 扫 到 尺 (O;R)\D 里 去 是 一 样 的 ,所 以 这 时 候 只 
要 把 Al 如 经 过 扫除 以 后 得 到 的 测度 v 加 上 poO,RINO) 就 成 
了 把 产 打 到 天 (RAPD 里 去 所 得 到 的 测度 当然 ， 如 果 
FRKCO,R}M2D) 的 能 量 无 限 ,那么 | (KCO,R)ND2) 的 扫除 要 另外 
考虑 . 

定理 3.4.2 指出 能 量 有 限 的 测度 可 以 扫 到 下 tO,R) 的 任何 一 
个 相对 闭 集 里 去 ,因此 由 定理 3.4. 3 知道 , 当 一 全 能 量 有 限 的 测度 
上 的 正 负 质量 全 都 分 布 在 一 个 相对 闭 集 天 的 外 部 时 ,如 果 拒 
KK(O,RNMNK 的 那些 历 的 支柱 相交 的 成 分 的 和 集 记 作 如 ,那么 说 
把 上 扫 到 天 里 去 实际 上 还 不 如 说 清除 号 的 质量 ,因为 质量 只 不 过 
被 近 到 如 的 相对 边界 上 去 黑 了 .这 是 取 “ 扫 除 ? 这 个 名 字 的 由 来 . 
下 前 我 们 达 用 这 个 看 法 来 研究 扫除 法 跟 所 参考 的 开 球 的 关系 . 
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定理 3, 4.4- 假定 产 是 .本 .上 的 一 个 Raden 测度 ,能量 有 限 . 
个 是 下 的 开 子 集 ;BCKCGO,RBN KOO ,KD) ;|p|(CO0)) 一 0, 又 
假定 把 jg 相对 于 外 (OO,R}) 及 此 CO' ,R') 扫 出 介 去 后 各 得 到 测度 m 
及 .ms 那么 : 

jl KO, RY MN KO', Ri ) 一 TCRKCO AR) 门 KCO', R'))Y. 

证 明 由 38.7,- | 
Re 一 局 一 Ur ”Uror = Ur — U's, 
这 里 x 和 各 是 分 布 在 5CO.R) 上 的 测度 . 由 扫除 定义 1 后 的 说 明 ， 
Don 二 op 在 忆 (D) 里 处 处 成 立 , 也 就 是 U”“ 二 U”% 在 
C(ID) 里 处 处 成 立 , 等 号 左边 的 位 势 在 C(7D) 里 调和 ,因此 右边 位 
势 也 调和 ， 所 以 (w 一 -871CTD 二 o. 因此 在 CO) 里 ， 
0 = Ur +U", 《3. 4. 2) 
这 里 为 二 Cx 一雄 )1CBCO) 用 SCO,R)) 是 一 个 分 布 在 B(8) 站 
StO,R) 上 的 测度 . 
同样 得 到 在 COD 里， 
Ur = Un + Un, 《3.4. 3) 
这 里 局 是 一 个 分 布 在 B00) 门 SCO',R') 上 的 测度 . 
由 (3. 4,2} 和 (03.4,3) 得 到 在 C7) 里 
Uo— Uh . 
等 号 右边 的 位 势 在 玉 (O,R}) 门 KCO' , 玉 ) 里 调和 ,所 以 等 号 左边 的 
位 势 也 这 样 ,因此 ， 
《ja Oo— ROR} MN KOR =o 1 
定理 3, 4, 4 说 明 扫 除 的 一 个 开 子 集 里 的 能 量 有 限 的 质量 
分 布 跟 所 和 参考 的 开 球 的 关系 不 是 很 本 质 的 . 
特别 ,和 假定 开 集 如 (相对 于 FF") 的 包 有 CKCO,R), 那 么 BC0) 
门 SO,RI) 一 性 ,所 以 (3.4.2) 中 的 为 二 o. 我 们 知道 (3. 4. 2) 不 仅 在 
COED) 蛙 成 立 , 而 且 和 六 BCD) 门 尺 CO,R} 上 似乎 处 处 成 立 . 所 以 在 现 
在 这 种 特殊 情况 下 ， 
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mr 《3.4. 4) 

在 BC2) 上 似乎 处 处 成 记 , 而 在 (2D) 里 处 处 成 江 .. 

”在 a>? 时 ,这 不 过 说 把 jx 相对 于 K(O, R) 扫 到 BM) 上 去 蛛 
把 p 相对 于 声 扫 到 BC(0) 上 去 所 得 的 测度 是 一 致 的 ， 因此 只 不 过 
是 定理 3.4.4 在 尺 = 十 co 的 特殊 人 情形 的 推论 . 可 是 当 ”= 一 2 时 ,这 
表明 在 对 数位 势 意义 下 也 可 以 建立 扫除 法 . 我 们 可 以 有 下 面 的 定 
网 ， 

定义 2 假定 OQ 是 正 的 一 个 有 界 开 子 集 ， 上 是 FF 上 的 一 个 
Radon 测度 ,|A (C0)) 二 0. 又 假定 .pw 是 支柱 包含 在 CC) 里 的 
吾 .上 的 一 个 能 量 有 限 的 . Radon: 测度 ， 捷 ， 国生 . 、 

UU (3. 4， 5) 


在 cen) 的 任何 一 个 有 界 子 集 里 似乎 处 处 成 立 ， 那么 说 pm 是 把 jx 
相对 于 Er” 扫 出 吕 所 得 到 的 测度 . 


这 样 ,我 们 建立 下 面 “个 形式 统一 的 定理 ， 
定理 3.4.$ 彼 定 但 是 EF" 的 开 子 和 集 ,n 宇 2. 当 n 二 2 时 限制 商 
有 界 .车 上 有 量 . 配 上 一 个 能 最 有 限 的 .Radoi: 测度 ， 屠 么 ， 
(C1) 可 以 相对 于 声 把 记 扫 出 商 ;.: i 
…(2) .所 得 到 的 测 庶 :po 叭 一 ; 
六 3) 对 任何 -六 (9， RIO0, | BO KEO, Ry) 就 是 把 4 相 
对 于 下 (D0;R) 抽 到 天 (OWRNNG 里 去 其 得 到 芍 测 丰 + 
人 当 提 有 界 时 局 基站 的 总 质量 相等 :: i 
-证明 《和 和 (3) 的 证 明 避 经 包 食 在 定 下 也 寺 , 4 直面 所 作 的 说 
明 中 。 
结论 (4 可 以 这 样 证 明 ， 作 一 个 开 球 KO, RID, 有 on 
那么 由 于 Ho 的 支柱 包 舍 在 臣 里。. ， 
上 eri A 一 je log. RL ACE:) 一 Ph .7 -2 和 
RE pA 
另外 一 亨 面 ,由于 [二 7 在 ;30 及 ) 寺 似乎 处 处 不 立 ， 
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je (一 po) 一 jmsaeea 一 0. 

比较 这 两 个 等 式 得 到 ww 守 2 时 ,CE") = pw). 

结论 (2). 当 n>2 时 包含 在 定理 3.4. 2 中 .现在 证 明王 2 的 
情形 . 

取 天 (O,R) 沁 DD, 那么 由 (3. 4.3) 及 jt) 一 jwCE*) 一 0 的 事 
实 得 到 gp 一 po 的 改良 对 数位 势 

UP) = | log, 2R] Cf pe) en) 
?pey 


=U PCP)=0 
在 KtO,RMNR 里 似乎 处 处 成 立 . 把 支柱 包含 在 天 (OO;RYVD 里 的 改 
展 对 数 能 量 有 限 的 Radon 测度 爹 体 记 作 GRR + 那么 对 任何 丸 反 


二 
SFr Ri 和 


(一 jereaa=|oaa=o 


岩 此 , pw 必须 是 在 SF-aypww 上 的 止 交 投 影 ,pw 是 唯一 的 , 其 实 ,如 
果 上 二 也 是 把 g 扫 到 C0》 上 去 得 到 的 测度 ,那么 同样 道理 也 是 
产 在 司 raao 上 的 正 交 投影 . 因此 
fp 一 AP) 一 (AP 一 PMA)rz 十 《Re 一 2 一 J 二 0 = 人 0. 

取 4 一 各 一 悟 :就 得 到 | 玫 上 屿 一 下 = 和 0 所 以 一 后 

从 定理 的 证 明 中 看 到 ,能 量 有 限 的 测度 在 对 数位 势 意义 下 的 
扫除 实际 上 可 以 看 作 在 改良 的 对 数 相 互 能 量 的 内 积 概念 下 的 正 交 
投影 . 由 于 改良 的 对 数 能 量 是 击 对 数 能 量 及 测度 的 总 质量 尖 定 的 ， 
我 们 可 以 把 支柱 包含 在 F* 的 一 个 闭 子 集 扩 里 ,并且 总 质量 等 于 < 
的 能 量 有 限 的 测度 全 性 记 作 x. ,于 是 得 到 

推论 2 假定 总 是 一 个 于 的 有 界 开 子 集 ,p 是 EF? 上 的 一 个 
能 量 有 限 的 Radon 测度 ,| AltCto) 一 0 那么 把 请 扫 出 有 去 所 得 
到 的 测度 jn 是 p 在 改良 的 相互 对 数 能 量 的 内 积 意义 下 在 号 .am 
. 上 的 正 交 投影 ,这 里 下 表示 任何 一 闭 集 ,BCD 之 KCCC0). 
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证 明 ”从 定理 3. 4.5 的 证 明 中 看 到 ,yw 是 上 在 逐 sooo 上 的 
正 交 授 影 (在 改良 的 对 数 相互 能 量 的 内 积 意 义 王 ), 并 且 jw 二 
a 因此 A 是 - 在 k,n 上 的 正 交 投影 . | 

推论 2 指出 相对 于 EE 的 扫除 与 相对 于 开 球 的 扫除 的 理论 上 
的 差异 . 它 不 是 测度 在 作 x 上 的 正 交 投影 ,而 是 在 .xen 上 的 正 
交 投影 . 在 前 面 的 定义 中 虽然 没有 明显 地 要 求 扫 出 来 的 测度 保持 
原 有 的 总 质量 ,但 是 要 求 位 势 在 COO) 里 似乎 外 处 保持 ,这 里 C00) 
不 能 换 作 尾 柯 一 个 满足 Bt) 天 二 CO) 的 闭 集 天 ,尽管 扫 出 来 
的 测度 实际 上 只 分 布 在 BCQ) 上 .这 是 因为 只 有 位 势 在 己 (2) 上 似 
乎 处 处 保持 才能 使 总 质量 保持 . 比方 ,把 5w,. 0< 志 rr 之 1) 相 对 于 亡 
扫 出 下 (0,1) 去 显然 得 到 sn.1. 可 是 如 果 只 要 求 在 SCO,1) 上 似乎 
处 钼 保持 C2 的 数值 ,那么 s0.1 的 任何 常数 僻 ceo: 痢 能 做 到 ,因为 
当 PES(O,1) 时 ， 

UP) = 0 = UP (P). 

当 ec 兴 1 时 ,csoi4 之 所 以 不 是 从 sm.: 扫 出 来 的 是 因为 Um"! 在 
CCD2) 里 不 能 似乎 处 处 等 于 UW, 也 可 以 说 是 因为 ceo.: 在 < 天 1 时 
与 seo. 的 总 质量 不 同 . 

此 外 ,我 们 注意 所 说 的 对 数位 势 意义 下 的 扫除 只 限于 把 一 个 
有 界 开 集 内 部 的 质量 扫 清 的 情形 ， 

极 扫 除 、 证 和 测度 、Green 函数 ”作为 扫除 的 例子 ,现在 谈 单 
位 质量 ez 的 扫除 ;或 者 以 P 为 极 的 扫除 法 . 

假定 吕 蚌 FF 的 一 个 开 子 集 ,n 守 2. n==2 的 时 候 限 制 避 有 界 . 
又 假定 PPE, 那么 ,可 以 相对 于 节 把 er 从 吕 里 扫 出 去 得 到 一 个 
测度 加 ,7r 叫 敌 避 的 相对 于 EE" 的 以 P 为 极 的 调和 测度 . 7r 是 分 布 
在 器 的 边界 上 的 . 这 个 扫除 的 可 能 性 可 以 这 祥 证 明 : 作 财 球 
发 (P,r)C 人 ,那么 ep,. 能 量 有 限 并 和 且 

Ur = Ur 
在 CCQ) 里 处 处 成 立 . 因此 ,把 #5,, 扫 出 去 得 到 的 测 庶 也 是 把 8; 扫 
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出 去 得 到 的 测度 . 
.入 的 支柱 当然 内 外 全 在 全 的 包 千 也 的 那个 城 分 人 的 边界 
上 . 特别 当 六: 有 界 时 , 训 的 总 质量 等 于 1， 

”由 定理 3;4.5 知道 ,对 任何 一 个 KO; RYIN nm KO; 天 ) 就 
是 把 es 相对 于 下 (0,R) 扫 到 天 (O,R)NQ 里 得 到 的 测度 .因此 ,号 | 
不 Os;yR) 央 人 敌 且 的 以 了 P 济 报 的 相对 于 六 tO， "及 ) 的 调和 测度 ， 它 是 
分 布 在 全 的 边界 上 的 ;把 | 

GP,Q, 人 = UPY — URCPY.. | 
Ue Py -Ea VP)y, (PQY E 7 xn 


叫做 n 的 (以 了 为 极 、 相对 于 KO, R) 的 )Green 清 数 . 

-由 于 驶 是 正 测度 so 扫 出 来 的 ,由 推论 1 知道 加 荐 下 测度 ， 并 
且 基 定理 卫 4.? 的 证 明和 定理 3.4.3 者 到 |; 

UmscUe 处 处 成 并 ; 

PR<Co 在 妨 所 在 的 只 的 成 分 喇 里 处 外 成立; 

U0 在 (FB ?里 处 外 成 记 ， 在 BD, 9 上 似 生 处 处 咸 立 . 

出 上 上 福 沁 实 敌 道 ; | 

GP,Q, D)0 在 瑟 里 处 处 成 立 ， 
0 在 机 里 处 处 成 羡 

.一 0 在 TO 王 处 处 环 灾 ， 在 50 上 但 于 处 处 

过， 人 

关于 调和 测度 及 Green 呈 革 的 其 他 性 质 及 应 用 ,以 后 陆 儿 全 
看 到 ,这 里 号 进 操 除法 蔚 样 用 调和 和 负 度 来 表示 :， 
} 定理 3. 在: 假 定 产 是 梧 让 的 一 个 Radon 测度 ， 4 之 2, 它 可 
以 相对 于 妇 机 外 里 去 成 为 测度 以 "那么 ， 

: DLP 一 sam 
当 n 半 2 时 ,对 PEC CK) 的 时 候 成 立 ; 当 n 二 2 时 ， 对 请 属于 CCK) 
的 每 个 有 输 成 分 的 时 候 或 立 这 。 
:证明 在 起 > 及 半天 2 后 所 说 情形 下 ,ep 都 本 以 殷 册 55 无) 
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[5 区 


去 ;因此 加 存在 ,并 且 由 扫除 的 定义 知道 
U* (PP 一 [Ua 一 eaw 


一 | U* de 一 far. | 


习 题 


1。 假定 下 是 尺 (O,R) 的 相对 闭 集 ,uEG7 ,那么 x 是 把 jy 相 
对 于 下 (QO, 民 ) 扫 到 下 里 去 所 得 到 的 测度 和 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 
是 ; 

(1) jy 的 支柱 包含 在 外 里; 

(2) Ufop SCxon 在 天 里 处 处 成 立 ; 

(3) URop 一 Lo 在 玉里 似乎 处 处 成 立 , 

2 要 定 总 是 瑟 ( 人 之 2 的 子 区 域 人 4a 王 2 时 限制 吕 有 界 ), 当 外 
后 中 的 时 候 用 加 表示 分 布 在 虽 的 边界 的 调和 测度 ,那么 ， 

(1) 【ao = UO) = UR), QENQ' EDN; 

(2) 特别 当 全 是 天 (0O,R}),0 之 及 之 十 品 ,Q@ EE 时 ,To 就 是 
定理 2.7.1 前 边 所 说 的 8GOP 和 22) 就 是 开 球 的 Green 图 数 , 特 
别 36 二 #0.8. 若 日 是 到 (Cx 汪 2) ,mo 是 什么 ? 

3. 把 定理 3, 4. 6 改作 相对 于 "(tn 实 2) 的 子 开 球 CO,R) 的 
情形 . 

4。 慨 定 避 是 产 (n 实 2) 的 子 区 域 (n 二 2 时 假定 内 有 和 界 ). 又 假 
定 {2, 是 吕 的 一 列 单调 增加 的 子 区 域 , 吕 入 = 叱 对 任何 一 点 驴 
和 及 ,用 关 ” ,oo 充 分 大 ,及 斩 分 别 表示 吕 。 及 如 的 以 Q 为 极 的 调 
和 测度 ,那么 名” 强 收 敏 于 加 . 
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第 四 章 ”容量 ,点 集 的 肥瘦 和 细 拓 扑 
8$ 4. 1 紧 致 集 的 容量 及 平衡 分 布 


假定 天 是 天 的 紧 致 子 集 ,nn 守 2, 开 球 尺 (DO,R)DK. 当 n= 二 2 
的 时 蛋 限 制 呈 有限 .假定 
. KC RO TC KO,R), 
那么 Ue 。 在 KRCOr) 里 处 处 等 于 常数 c， 
pi RI ny 9, 
“7 Rp, nn 一 人 
所 以 , Ue wy 在 玉 (O,r) 里 ,因而 也 在 天 里 处 处 等 于 1. 
把 sen../e 相对 于 天 (OQ,R) 扫 到 天 里 ,得 到 的 测度 记 作 了 7, 叫 微 
天 相对 于 天 (O,R) 的 Gree 容量 分 布 . 由 定理 4.1.2,7 与 7 无关. 
Di gs 叫做 六 相对 于 天 (DO,R) 的 Green 容量 位 势 .7Y(CK) 叫做 外相 
对 于 不 (OO,R) 的 Green 容量 , 记 作 Capxo,n(t 太 ,或 Cap(K). 
当天 2;y 及 二 6 时 ,YY 也 叫做 Newton 容量 分 布 ; 而 UY 时 收 
Newton 容量 位 势 ,7(E) 是 做 玉 的 Newton 容量 . 以 后 ,为 简单 不 
叫 Green 答 量 分 布 或 Newton 容量 分 布 ,就 叫 容量 分 布 , 同样 就 叫 
容量 位 势 . 容量， 
由 正 测 度 的 扫除 的 特点 得 到 
定理 4.1.1 E 的 紧 狼 子 集 处 相对 于 KO,R)DDK 的 Green 
容量 分 布 ”的 特点 是 YE < ,并且 
i” 二 1 在 天 里 似乎 处 处 成 并 ; 
S01， 在 KCO,R} 里 处 处 成 立 . 
由 $ 3.4 扫除 定义 后 的 说 明 , 可 以 知道 在 KK 的 内 部 ,Uk6o,w, 一 
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i 好 处 成 了 并. 
容量 分 布 和 容量 的 特点 还 可 以 用 下 面 的 定理 来 表达 . 
定理 4.1.2 假定 Radon 测度 8 的 支柱 包含 在 天 (QO,R) 的 紧 
致 集 起 里, 并且 Uio jw 所 1 处 处 成 立 , 那 么 PCK) 所 YC(K) ,等 导 只 
有 当 8 二 7 的 时 候 成 立 ， 
证 明 由 假定 ,DA <1, 因 此 B; 2 所 以 由 扫除 法 可 以 知 
道 ， 


.| 1 1 
| c Em.r p+ te "| 


从 两 边 的 平方 减 去 | 二 so.| , 那么 左边 成 为 


[le aeejae= [on -aap， 


么 | Ga 一 2dp: 一 一 AR)， 


而 右边 等 于 一 YKD. 所 以 B.CK)YCK), 因此 BC 天 )<YCR). 如 
果 等 式 成 立 , 那 必 PB_{K}==0. 因此 8 二 B+ ,而 且 


当 紧 致 集 下 相对 于 天 (ODO,R)DDK 的 Green 容量 分 布 y 不 是 
零 测度 时 ,可 以 定义 测度 w= 元 天 3 ww 叫做 天 丰 对 于 天 (O,R) 的 
Green 平衡 分 布 ,UX a 叫做 下 相对 于 下 (OO,R) 的 Green 导体 位 
势 . 可 以 证 明 

定理 4.1.3 相对 于 天 (OO 如) 的 正 容量 紧 致 子 集 天 上 的 平衡 
分 布 是 玉 上 唯一 的 能 量 最 小 的 单位 分 布 ,这 最 小 的 能 量 等 于 天 
的 容量 的 倒数 . 

证 明 如 果 令 “一 -ydRyeo* 则 名 就 是 a 扫 到 KK 上 来 所 形成 


的 分 布 . 因此 ,对 下 上 和 任何 能 量 有 限 的 单位 分 布 记 
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la—B| 宇 ||#— wl. 
从 两 边 的 平方 减 去 | a, 就 得 到 
ll? — 2|0:4p— ph? 一 207(R) 
wl ~ 2/7CK). 

所 以 得 到 2 上 之 目 站 2 等 式 成 立 只 能 是 | ez 一 中 | 一 | a 一 w|. 
因此 8= 

这 最 小 的 能 量 是 we =|0"do= | Rdo=Fek5 1 

定理 4 1.3 说 明了 ww 之 所 以 称 为 平衡 分 布 的 理由 . 我们 还 可 
以 证 明 

定理 4.1.4 天 {0O,RR}) 的 紧 致 子 集 玉 相对 于 不 (OO,R) 的 
Green 容量 Yt 下} 满足 

YK) = 1/inflsup Urn pCP)}, 

这 里 inf 是 关于 天 上 所 有 的 单位 分 布 B 取 的 .平衡 分 布 是 达到 这 
个 inf 的 唯一 的 单位 分 布 . 

证 明 假定 8 是 天 上 的 一 个 单位 分 布 ， sup UP) 有 限 , 那 
么 有 E GE 因此 

[81* = jass sup UCPY 。 jap = sup UCpY. 

由 定理 4.1.3, | 上 8: 详 1/YCK), 所 以 sup UCP) 之 1/Y(K), 等 
号 成 立 只 能 是 8=w.， | 

一 个 紧 致 集 关 相对 于 一 个 开 球 下 (DO,R) 的 Green 容量 和 平 
衡 分 布 的 概念 可 以 用 电容 器 的 物理 模型 来 作 最 直观 的 说 明 . 假定 
玉 和 SO,R) 分 别 是 电容 器 的 阴极 和 阳极 ,那么 由 定 交 ,天 相对 于 
天 (DR 的 Green 容量 Capxcow (天 ) 就 是 两 极 间 电位 着 不 起 过 1 
的 可 以 容纳 的 最 大 的 正 电 荷 量 , 这 正 是 这 个 电容 器 的 电容 的 概念 . 
这 个 最 大 的 电荷 分布 就 是 相对 于 天 (OO,R) 的 容量 分 布 Y. 由 上 面 
的 讨论 知道 这 个 分 布 及 它 在 阴极 感应 起 来 的 分 布 所 产生 的 静电 上 场 
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的 能 量 
| 瑟 辣 | RD 一 jaadz 一 [Ey — HK) = Capro rn (CK) 


就 等 于 电容 . 另 一 方面 ,平衡 分 布 是 单位 电荷 在 六 里 所 能 有 的 能 
苔 最 小 的 分 布 . 我 们 前 面 证 骨 它 是 容量 分 布 的 常数 倍 , 因 此 也 基 使 
两 极 间 电位 差 最 小 的 分 布 ,并 且 这 分 布 及 它 在 阴极 感应 起 来 的 分 
布 所 产生 的 静电 场 的 能 量 的 倒数 就 是 这 电容 器 的 电容 . 

前 面 关于 紧 致 集 相对 于 一 个 开 球 的 情形 的 理论 自然 已 经 包括 
了 相对 于 维 数 n>? 的 欧 氏 空间 FF 的 情形 . 王 面 要 说 明 其 至 相对 
于 E: 也 可 以 建立 类 和 拟 的 理论 ， 

由 于 相对 于 E: 扫除 原理 比较 狭隘 ,我 们 先 从 E? 的 紧 致 子 集 
相对 于 EE? 的 对 数 平衡 分 布 着 手 来 进行 要 比较 方便 一 些 . 从 定理 
4, 1. 3 看 到 E" 的 处 (0O,R) 的 紧 致 子 集 天 相对 于 天 (O,R}) 的 
Green 平衡 分 布 w 事实 上 是 零 测 度 在 呈 ,, 上 的 投影 ,因为 


ow = min lo— gl. 
RE 


§ 3.2 已 经 说 过 ,对 于 E? 的 一 个 紧 致 子 集 天 来 说 ,在 改良 对 数 能 
芋 的 范 数 下 ,#1 仍旧 是 完备 的 凸 集 . 国 此 可 以 给 出 下 面 的 定义 : 

假定 天 是 杨 的 紧 致 子 集 ,那么 在 改良 对 数 相互 能 量 内 积 下 
零 测度 在 3t ,上 的 投影 叫做 天 的 对 数 平衡 分 布 , 此 外 ,如 果 
st 空 ,规定 w=o. 换 句 话 说 ,w 是 (不 空 的 话 ) 里 唯一 的 改良 
对 数 能 量 最 小 的 测度 ,因此 也 是 邑 上 :里 唯一 的 对 数 能 量 最 小 的 测 
度 .U3 称 作 天 的 对 数 导体 位 势 . 

假定 w 的 对 数 能 量 是 工 , 那 么 1/e7 叫做 天 的 对 数 容量 或 者 解 
析 容 量 . 这 里 用 e 的 倒数 代替 工 的 倒数 当 作 容量 的 定义 是 因为 工 
不 一 定 是 正 的 . 

下 面 我 们 要 证 明 吉 的 紧 致 子 集 玉 的 对 数 导 体位 热 也 像 下 相 
对 于 开 圆 的 Green 导体 位 势 那 桩 ,在 玉里 似乎 处 处 等 于 一 个 常数 
工 ; 并 且 在 EF? 里 处 处 不 超过 工 , 在 相对 于 开 圆 的 博 形 ,这 个 事实 是 
扫除 原理 的 结论 ,所 以 是 跟 赎 贺 原 理 分 不 开 的 . 夸 驾 襄 理 并 不 适用 
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于 对 数位 势 ,不 过 为 了 我 们 的 目的 ,可 以 用 一 个 比较 羽 的 定理 来 代 
蔡 . 我 们 先 证 明 

引 理 1 假定 于 的 一 个 正 Radon 测度 的 支柱 是 下 ,那么 对 
六 的 任何 一 个 诊 点 @,, 只 要 U4 在 Q&, 的 一 个 邻 域 里 确定 ,就 有 


lm UacF}y = Tm UP). (4,1.1) 
Bi3 Prd K3 Py, 


证 明 ” 先 很 定 gC({}? 二 90. 对 一 个 开 圆 大 (sr), 令 
m= pKRK(Qr), ps = pICCKCQ, ,7)), 

那么 =U8 二 U2, 而 U2 在 QQ 连续. 

对 任何 一 点 PECCK), 用 PP 表示 KK 里 眼 P 最 近 的 一 点 , 那 
么 对 任何 @EK ,reerpr' 十 rpo 守 27rpog. 因此 

一 ljog-rpa — jog。2 一 log.rre. 

所 以 

7 敬一 ]og.2 :pt(ER(QoT I HUAP), PECCK). 

(4. 1. 2) 

当 COCK P—0, 时 ,reo 2rpo 0. 所 以 P'->,. 圾 由 (4. 1.2) 
得 到 

Hm UP lm UACP') + log? * p(K(Q, ,7)). 


CRY PA KP A, 
因此 
lim ZKP) Lm USCPD) loge2 * pK (7)). 
£3 Pd, KH PO 
从 而 得 到 
lim U CP) SE Tim UP') 十 loge2 »* ptKCm, 7) ), 
£2 Pro K3 严 一 加 0 


令 r 一 0 右边 第 二 项 赵 于 0. 由 此 知道 (4. 1. 1) 式 左边 不 大 于 
(4. TI, IT) 式 的 右边 . 可 是 小 于 是 不 可 能 的 ;所 以 (4.1. 1) 式 成 也， 
如果 HA 和 0, 那 么 1) 一 十 cc. 因此 


Hm UP) lim UP) Uo) 一 十 cc. 
K3 Pr B33 PP 人 
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所 以 (4.1.1) 式 成 立 ， 1] 

引 理 2( 小 凌驾 原理 ) 假定 是 上 的 一 个 支柱 紧 致 的 非 
零 的 正 Radon 测度 ,WM 是 实数 ,U0 夺 M 在 测度 下 儿 乎 处 处 成 
并 :那么 USM 处 处 成 立 . 

证 明 首先 ,52<SM 在 产 的 支柱 天 里 处 处 成 立 . 因为 如 果 存 
在 一 点 己 所 下 使 5CPo > 凡 那 么 由 5 的 址 半 连 续 性 ,Pu 有 一 
个 邻 域 了 使 [天 >> 李 在 里 处 处 成 立 , 可 是 ACT)>>0. 这 跟 假 设 矛 
盾 . 

现在 令 supUs:CP) 二 MM . 只 要 证 明 好 过 虹 就 行 了 . 

注意 , 玉 没有 孤立 点 ,因为 在 正 测度 的 支柱 ,孤立 点 必须 有 质 
呈正 的 质点 ,VV 在 这 点 必须 等 于 十 co ,于 是 必须 对 一 十 cc, 这 是 不 
用 考虑 的 

取 一 点 列 {P,.} 使 U*(P,)->M' , 它 至 多 有 三 种 情形 . 

第 一 种 情形 ”1P,} 有 吝 点 QQ@,EK, 于 是 有 子 列 !@'! 收 全 于 
Qo, 由 上 面 的 说 明 ,Qs 是 KK 的 聚 点 ,那么 由 引 理 1 

有 一 Treo < 和 lm UP) 
mo £3 PO, 
= Tim UCP’) AM. 

所 以 M' 所 MM 成 了 并 . 

菜 二 种 情形 ”{P,} 有 诊 点 Q@,ECCK), 于 是 有 子 列 {@,。} 上 收敛 
于 ECCKD).U!' 在 Qo 调和 ,因而 连续 ,因此 

UIQ) = limU2Q- = 对 
所 以 在 QQ, 达到 极 大 值 加 .因此 在 QQ@; 所 在 的 CC(K) 的 成 分 占 
里 CU? 等 于 常数 MM. BOD TK 当然 不 空 ,因此 有 一 点 QoE BBC) 
门 丰 .于 是 &&% 是 天 的 娶 点 并 且 
af 一 lim UNAPDE Tm UP) EM. 


吕 了 P=-Q, 反衬 PQ, 
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钊 三 种 情形 “{ 忆 。)} 设 有事 点 ,这 时 候 ror 对 QEK 一 致 地 趋 
于 十 ce. 所 以 
UP,) =—— | lograr, dyeo) —— Co, 
因此 ,1 邓 ' = 一 co 大 由 ， | 
引 理 2 的 EE? 可 以 改 为 一 般 的 下 ,不 过 当 吕 全 2 时 ,这 只 不 过 
是 凌驾 原理 的 明显 的 推论 ,用 不 着 再 提 . 也 就 是 因此 有 人 拒 它 叫做 
H. Cartan 的 装 疼 小 十 原理 . 引 理 2 主要 是 Maria 及 Frostman 先 
后 独立 建立 的 ,他 们 把 它 叫 敌 “ 极 太 值 原理 ”. 由 引 理 2 不 难 证 明 
定理 4.1.$ EE 的 竖 致 子 集 下 的 对 数 导体 位 热 姓 处 不 超过 
一 个 常数 工 , 在 乓 里 似乎 处 处 等 于 工 . 
证 明 由 天 的 对 数 平衡 分 布 wm 的 定义 和 定理 3. 1.2 中 (2) 知 
道 
(oO— wp wn 0, pAE AE 
因此 
top) 芝 | ol 
内 改良 对 数位 势 的 定义 ,上 面 不 等 式 可 以 改写 为 
Ja 2 Ud =L, pe€ &,. 
由 这 不 等 式 , (BB) 集 e 一 {PIOSCP)< 之 LPE 和 } 是 零 容 的 . 否则 在 
在 一 个 和 sex 使 A(e) 守 0. 因此 


Ale 十 
NT Ke) E Sx 
并 且 

上 da 一 工 = Ud 
这 是 不 可 能 的 . 
这 样 , 一 工 在 下 里 似乎 处 处 非 负 . 可 是 
| Ldw—L—L-0, 

因此 一 二 =0 在 测度 下 几乎 处 处 成 立 . 因此 由 引 理 2 知道 已。 
守 工 处 处 成 苹 . 
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巨 经 说 过 12 产 工 在 六 里 似乎 处 处 成 立 , 所 以 又 得 到 D 一 工 
在 关 里 似 平 处 处 成 立 ， 下 

由 定理 4.1.5 知道 下 的 对 数 平衡 分 布 “的 改良 对 数位 势 也 
在 天 里 似乎 处 处 等 于 正常 数 loge2R 十 工 . 假定 天 所 天 CD, 及) 的 
话 , 把 2R 政 写 作 ae, 那么 & 就 可 以 是 任何 一 个 大 于 五 的 直径 的 正 
数 ({ 因 为 可 以 适当 选择 口 使 天 CKCO,a/2)), 于 是 


机 划 上 7 LE 二 十 也 
Usetl — 1 


在 太 里 似乎 处 外 成 立 .因此 我 们 把 wj/ (ogee 十 工 ) 一 7 叫做 发 的 
Wiener 客 量 分 布 , 1/(logva 十 工 ) 叫做 天 的 Wiener 容量 . 

注意 ,根据 上 面 的 定 吕 ,到 的 一 个 紧 致 子 集 下 对 于 不 同 的 开 
球 外 ( 口 ,RR) 的 Green 容量 是 不 同 的 . 在 2 一 2 的 情形 ,下 的 对 数 容 
量 又 是 另外 一 个 数值 . 比方 闭 球 玉 (O,r) 及 球面 SO,r) 相 对 于 开 
球 下 (OO 〇 ,有 R) 的 Green 平衡 分 布 是 ep,-(r< 民 7 因为 

Un < 人 2 
(OR log.R/r, 所 一 了 

处 处 成 立 ， 并 县 在 天 (OO 下 里 等 号 似乎 处 处 成 立 ， 因 此 我 们 可 以 
看 到 居 (Oyr) 及 SIO,r) 相对 于 下 CO,R}) 的 Green 容量 是 
(一 RR 一 1(n2>2 时) 或 者 (ogeR/r)-in 一 2 时 ), 女 KK(O,R) 
的 选择 显然 有 关 . 此 外 , 当 #=2 时 ,天 (Or 及 SO 的 对 数 平衡 
分 布 显然 志 是 so 但 是 对 数 容 量 却 是 x. 

非但 这 样 ,Green 平衡 分 布 一 般 也 跟 所 参考 的 开 球 有 关 . 比方 
天 (Or) 相 对 于 天 (OO ,RY)CKCO,r) 守 KOO ,RR)) 的 Green 平衡 分 
布 当 口头 品 时 就 不 是 如 ,- 

但 是 ,无 论 哪 一 种 情形 ,天 的 容量 等 于 0 总 是 3, 空 的 意思 ， 
sx 当 作 一 个 测度 了 藤 看 ,无论 是 参考 于 一 个 开 球 或 者 是 在 改 恨 对 
数位 势 意义 下 ,总 是 唯一 的 , 这 个 事实 可 以 用 下 面 的 定理 来 表述 ， 

定理 4.1.6 如 果 疡 (wn 之 2) 的 紧 致 子 集 下 相对 于 一 个 开 球 
民 (O,R)DK ,或 者 相对 于 FF, 容量 都 等 于 0, 那么 它 是 零 容 的 . 反 
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这 来 ,如 果 下 零 容 ,那么 下 相对 于 任何 一 个 开 球 下 (O,R)DDK 以 
及 相对 于 EF' ,容量 都 等 于 0， 

证 明 如 果 天 罕 容 ,那么 四 只 包含 零 测 度 , 因 此 Et, 空 . 所 
以 天 的 容量 是 0. 反 过 来 ,2 空 也 就 是 6K 只 包含 零 测 度 ,因此 
下 零 容 . 否则 存在 wpEs 使 得 ytK) 半 0. 但 下 是 闭 集 ,x1K 的 支 
柱 必须 包含 在 玉里 ,也 就 是 x|IKEdK ,ER 就 不 空 了 J. 1 

我 们 以 后 会 桂 纺 看 到 ,容量 的 概念 是 获得 位 势 论 许多 深入 结 
论 的 重要 工具 . 这 里 先 顺便 谈 一 个 有 关 扫 除法 的 有 趣 的 现象 ， 

五 " (rm 之 2) 的 一 个 紧 致 子 集 天 的 余 集 的 无 界 成 分 叫做 天 的 外 
区 域 , 记 作 4 天). 假定 开 球 下 (C(O,R) 必 K, 那 么 把 KC(O,R) 门 
ACK) 叫 做 下 相对 于 天 (O,RR) 的 外 区 域 .把 KCO,R) 阁 ACK) 里 的 
质量 相对 于 下 (O,RR) 的 扫 出 去 称 为 对 下 的 相对 于 天 (OQO,R}) 的 外 
扫除 ,把 CCACK)) 里 的 质量 扫 出 去 称 为 对 天 的 内 扫除 . 由 § 3.4 
知道 内 扫除 一 概 可 以 看 作 相 对 于 EF". 

定理 4.1.7 假定 乓 是 吾 的 一 个 不 零 容 的 紧 致 子 集 ,那么 一 
个 测度 经 过 对 天 的 内 扫除 后 总 质量 不 变 . 可 是 一 个 非 零 的 正 测度 
经 过 对 KK 的 相对 于 天 (DO,R) 必 K 的 外 扫除 后 ,总 质量 小 于 原 有 的 
总 质量 . 

证 明 注意 , 玉 相 对 于 天 (, 玉 ) 一 天 的 Green 容量 位 热 二 
在 天 (开门 4 下 ?里 处 处 小 于 1 在 CC4(R)) 里 似乎 处 处 等 于 
1. 假定 & 是 一 个 测度 , ||1tACK)) 二 0,; 那 么 经 过 内 扫除 后 所 得 和 
的 测度 yx 的 总 质量 是 


Hi 天) 一 Dax - je w= jdr 
一 luar _ loa = [1ax CCACKN). 
另 一 方面 ,如 果 pg 并且 jCCCACK))) 一 0, 那 么 经 过 时 扫 
除 后 所 得 到 的 测度 由 的 总 质量 是 
w(K) Pax — | ear = jurar 
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二 |vrary 一 ear < has ~ aCACKY}Y. | 


定理 4, 1, 7 中 关于 内 扫除 的 话 是 $3.4 人 说 过 的 ;这 里 不 过 是 
给 它 另 外 一 个 证 明 就 是 了 . 至 于 外 扫除 以 后 质量 的 亏损 部 分 , 当 尺 
有 限时 事实 上 可 以 着 作 扫 到 SO,R) 上 去 . 因为 相对 于 更 大 的 开 
球 来 说 ,这 是 对 紧 致 集 K(O,R) 门 At 玉 ) 的 内 扫除 ,而 且 在 这 情形 
下 扫除 的 结果 比 相 对 于 天 CO,R) 的 外 扫除 所 得 到 的 测度 只 多 一 部 
分 分 布 在 StO,R) 上 的 质量 . 


习 题 


1. EF" 的 一 个 紧 臻 子 集 上 相对 于 一 个 开 球 天 (及 7) 一 天 的 
Green 容量 分 布 记 作 XY. 证明 7 是 唯一 的 支柱 包含 在 玉里 并 且 能 
人 辟 使 下 式 成 立 的 测度 :对 所 有 入 EECaptkys 

rxwn | ll KD RR), 

2. 证 明 ; 假 定 上 映射 /把 E" 的 紧 臻 子 集 下 映 入 所 , 并 且 对 任 
何 CP,Q)EKXK 有 ropnw 守 rpe: 那 么 

(1) 了 在 天 里 连续 ,因此 (KK) 紧 致 ; 

《2) Cape (fCK)) 守 CapzertKK) (压缩 原理 ). 试 把 压缩 原理 推 
广 到 相对 于 一 个 开 球 的 情形 . 

3、 户 (n>2) 的 紧 致 子 集 下 的 Newton 容量 位 势 Ui 满足 下 
面 的 不 等 式 : 

rt "Cap(R)y UP) tr "Captk), 
这 里 > 及 rr' 分 别 表示 P 了 点 到 天 里 的 点 的 距离 的 上 ,下 界 . 

4. (1) 证 明 ;E"(n 之 2) 的 一 个 子 如 平面 EF '(n 一 2 时 ,EE 
理解 为 直线 ) 的 一 个 (n 一 1) 维 Lebesgue 测度 正 的 紧 致 子 集 天 相 
对 于 EF" 或 者 相对 于 至 的 子 开 球 尺 (OO,R)DK 的 容量 是 正 的 . 

《2) 利用 (1 和 压缩 原理 证 明 ;: 吾 " 的 一 个 子 超 曲面 (2 一 2 时 理 
解 为 曲线 ?的 一 个 紧 致 子 集 六 ,如果 在 某 一 个 超 平 面 上 的 正 交 报 
影 的 (x 一 1) 维 Lebesgue 测度 是 正 的 ,那么 相对 于 FE* 或 者 相对 于 
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EF 的 子 开 球 天 (O,R)DDK 的 容量 是 正 的 ， 

5。 假定 严守 2) 的 一 列子 并 球 尺 (O,R,.) 了 DK,K 紧 致 ,R. 
一 RR,0 过 RR 十 co ;那么 天 相对 于 天 (OO;R) 的 平衡 分 布 ww 强 收 
敏 于 太 相对 于 天 CO,R) 的 平衡 分 布 w. 


$4.2 外 容量 、 内 容量 与 可 定 容 


E"(n 字 2) 的 紧 致 子 集 S 的 容量 已 经 说 过 了 ,现在 记 作 
Cap(S), 可 以 是 Green 容量 或 Newton 容量 . 不 过 相对 于 E’ 的 容 
量 , 这 里 当 作 Wiener 容量 理解 ,因此 所 考虑 的 点 集 是 一 个 固定 的 
开 圆 的 子 集 . Cap(S) 有 下 面 的 性 质 ， 

(1) 单调 增加 性 ”假定 SS 和 SS 是 两 个 紧 致 集 ,S 三 3 ,那么 

Cap(Sy & Cap (ts'). 

C2) 右 半 连续 性 ”假定 3 是 紧 致 集 , 那 么 任意 指定 一 个 正 数 

E 以 后 ,存在 一 个 邻 域 V 汪 3 使 对 任何 紧 致 集 S ,只 要 5CS’'CV， 
Capes’y) 一 PT》 < EE 

(3) 强 的 次 可 加 性 ”对 任 合 两 个 紧 致 集 S 和 S'， 

CapS NN S) + CaptSs UU SD) < Cap (tS) 十 Capfto ). 

性 质 (1) 是 显然 的 . 要 证 明 (2), 先 证 明 ;: 假 定 一 列 单调 减 小 的 
紧 致 集 {13。} 的 交集 是 SS, 那么 

《abpfo) 一 lim CaplS,). 
事实 上 ,由 选择 定理 , {3,) 的 容量 分 布 :Y,} 有 一 个 子 列 {7Y，} 浑 收 
钱 于 一 个 测度 7 了,Y 的 支柱 必须 是 S 的 子 集 . 叉 因 为 

DAP) 去 Jim (P) < 妇 1 ， 


所 以 7Y(S) 委 Capk3) 另外 一 方面 ， 对 5 的 任何 一 个 邻 域 仇 ,下 面 
的 关系 成 立 ， 
y(S) 一 7GY) = limy。(W) 一 limywCSn) 


= lim CapltS.) 一 lim Cap ts, ). 


因此 , Cap(3) 之 lim Cap C65). 但 是 S 夺 5,, 上 面 不 等 式 中 的 不 等 
号 不 能 成 立 . 因此 Cap(S) 一 lim Cap(S。). 
现在 可 以 证 明 (2). 作 一 列 单调 减 小 的 紧 致 集 5S, ,每 个 3。 的 
内 部 包含 5 并 且 |15。 一 S. 于 是 Cap(S) = lim Cap(S)， 所 以 对 


任意 指定 的 正 数 , 存 在 一 个 8.,, 使 
Cap (Sa,) 一 Cap(S) <&, 


把 Ss 的 内 部 记 作 站 就 符合 要 求 . 
再 来 证 明 (3). 假定 5,S',S 门 S$' 及 SUS' 的 容量 分 布 分 别 是 
YY 及 加 那么 在 3 里 下 式 似乎 处 处 成 立 : 
[十 过 Dr 十 1 一 5 十 [mm 
同样 在 S' 里 也 是 如 此 . 所 以 
CO 十 y CS USD 一 [eae 十 7) 一 jordan 


< | 办 ‘dy, = [Ua + 7) = 7 YY UU SY, 


因此 得 到 (3). 
现在 对 任意 点 集 4 外 ,把 

Cap;f4) = sup Capbprfs)， 

Cap.tA) = inf CapY) 
分 别称 为 4 的 内 容量 及 外 容量 ,这 里 sup 是 关于 A 的 所 有 紧 致 子 
集 S 取 的 ,inf 是 闫 于 所 有 的 包含 4 的 开 集 了 取 的 . 由 民 ) 知 道 ， 
Capi(4) < Cap(4). 由 (1 及 (2 我 们 知道 紧 致 集 的 内 外 容量 都 
等 于 前 一 节 所 定义 的 和 容量. 因此, 如果 一 个 点 集 4 的 内 外 容量 相 
等 ,我 们 说 4 是 可 定 窗 的 ,并 且 把 它 的 内 外 容量 的 共同 值 记 作 


0 根据 先前 的 规定 , 当 =2 时 ,有 限 明 4 有 界 . 不 过 如 果 用 对 多 容量 代替 Wiener 
容 基 ,那么 可 以 得 到 无 界 点 集 的 内 外 对 数 容量 的 概念 , 由 于 对 一 个 固定 的 开 呵 的 紧 至 
于 一 来 说 ,对 数 容量 是 Wiener 窑 量 的 单调 清 加 连 综 孙 歼 , 下 面 许 针 结论 也 通用 于 内 外 
对 数 答 量 ,我 们 不 谈 . 
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Cap(4)， 称 为 4 的 容量 . 

由 定义 , 开 集 可 定 容 . 

假定 一 个 集合 4 的 内 容量 有 限 , 取 A 的 一 列 单调 增加 的 紧 致 
子 集 { 天 使 

Cap (tk } -+ Cap(d), 
把 天 的 容量 分 布 ( 指 Green 容量 分 布 .Newton 容 盘 分 布 或 
Wiener 容量 分 布 ) 记 作 7 ,那么 当 如 > 到 时 ， 
和 天 一 六 本 站 十 关上 一 2 
< (ap 天 ) 十 Cap 天) — 2 Cap(K,) 
— CaptKk,.) — Cap(tKk.). 

因此 4 强 牙 殴 于 一 个 正 测 度 y.，, 称 为 4 的 内 容量 分 布 . 由 于 
[IC 单调 增加 ,< 收 伍 于 二 一 叫 肉 容量 位 势 . 因此 在 4 的 内 
部 己 - 一 1. 此 外 ,04 一目 *、 :== Capi(A4). 

又 报 定 4 的 外 容量 有 限 , 取 一 列 单调 减 小 的 开 集 {VY。)} 使 

CaptV,) — tap.(A). 

同样 ,V 的 内 容量 分 布 % 强 收 合 于 一 个 正 测度 XY" ,叫做 和 的 外 容 
量 分 布 .U” 叫 外 容量 位 势 . 同样 ,在 4 的 内 部 LU” 二 1, 而 7Y* (C4) 
一 | | ?= Cap(A). 

特别 , 当 A 可 定 容 时 ,XY"* 二 7, ,这 时 候 7' 或 7Y, 称 作 4 的 容量 
分 布 . 

关于 点 集 的 可 定 容 性 ,1955 年 以 后 .G, Choquet 曾经 做 过 深 
和 的 研究 ,他 的 成 果 可 以 介绍 如 下 . 下面 先 说 外 雁 量 的 三 个 基本 性 
质 : 

(1) 单调 增加 性 ;如果 有 CA4CE, 那 么 Cap.(A) 守 
Cap.(tA' ). 

(2) 假定 {A} 是 FF 的 一 列 单 请 增加 的 子 集 ,那么 

Cap.( (J A | = sup Cap. CA, ), 


(3) 假定 {K»} 是 EF" 的 一 列 单调 减 小 的 紧 致 子 集 ,那么 
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Cap。| 站 天。 一 inf Cap. (kK;), 


这 些 性 质 中 ,(1) 和 (3) 是 相当 明显 的 ,现在 证 明 {2). 
先 假 设 每 个 4。 都 是 开 集 ,那么 4 = 【外 4。 是 开 集 .于 是 对 任 


一 个 比 Cap(4) 小 的 数 了 ,4 有 一 个 紧 致 子 集 丽 恒 Cap( 天 ) 这 男 
外 一 方面 , 当 mr 充分 大 时 ,4 刻下 .因此 ,Cap (4%) 守 Cap(K} 完 
.所 以 52) 在 这 种 特殊 情况 下 成 立 . 

如 果 不 是 所 有 的 A 都 是 开 集 ,那么 当 存 在 六 使 Cap.(A,) 一 
cs 时 ,(2) 也 是 显然 的 ,所 以 只 要 考虑 所 有 的 Cab.(4。) 都 有 限 的 情 
癌 . 随便 指定 一 个 正 数 5 以 后 ;我们 总 可 以 到 一 列 正 数 {15.} 使 
.5m 一 如 由 外 容量 的 定义 ,对 每 个 存在 一 个 开 集 多 .二 4。 使 

Cap (Wh ) — Cap(An) Sb. 

因此 ,由 前 面 证 明和 的 关于 开 集 列 的 结果 ,可 以 得 到 


Cap| UUw) = jim Cap| Uw,) 
四 人 叫 一 | 


< liml Cap| UU4-j+ >) 
从 而 有 Cap! Uw. < lim Cap. (A0) 十 名. 
因此 Cap.l 4. ) < lim Cap. CA). 


不 等 号 当然 不 可 能 成 立 , 所 以 得 到 了 外 容量 性 质 (2). 

以 后 ,为 了 说 明 方 便 , 把 几 是 同 Cap.(2) 一 样 有 (1), (C2), (3) 
这 三 个 性 质 的 函数 x 有 4) 称 作 一 个 广 炎 容量 . 如 果 在 某 一 个 广义 容 
量 函 数 9 下 ,一 个 点 集 4 的 广义 容量 等 于 它 的 紧 致 子 集 的 广义 容 
量 的 上 界 , 就 说 4 是 可 定 ” 窖 的. 如 果 对 任何 广义 容量 2, 点 集 4 都 
是 可 定 史 容 的 ,那么 说 4 是 广泛 可 定 容 的 . 

一 个 点 集 如果 蚌 可 列 个 紧 致 集 移 和 和 集 , 就 称 作 一 个 KK, 集 . 可 
列 个 天 , 集 的 交集 叫 一 个 天: 集 .例如 开 集 及 闭 集 都 是 尺 , 上 集 ,因此 
也 都 是 天 和 集 . 可 列 个 开 集 的 交集 ( 称 作 Gs 和 集 ) 以 及 可 列 个 闭 集 的 
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和 和 集 ( 称 作 下 集 ) 都 是 天 。 集 ， 

引 理 1 Kw 和 集 是 广泛 可 定 容 的 . 

证 明 假定 4 一 站 4 是 一 个 天 集 , 这 里 4, 一 L4f ,每 个 
A1 都 是 紧 致 集 , 并 且 关 于 了 单调 增加 , 叉 假 定 2 是 一 个 广义 容量 郴 
数 . (47 门 4) 关于 闫 单调 增加 ,并 且 4 = CA? 站 4), 因此 ,由 
性 质 (2) 得 到 | 

sup HAAN A 一 HA). 
因此 ,对 和 任意 一 个 数 a 二 gtA) ,大 在 一 个 正 整 数 ,使 PAY 人 A) 
>a, 由 同样 的 理由 ,又 存在 一 个 正 整 数 oz ,使 的 42 门 4 站 4 人 > 
a. 由 归纳 法 知道 存在 一 列 正 整数 :9,} ,使 对 每 个 gw， 
pA NA 门 NN ALN A > a 
因此 ,对 每 个 gq, (注意 42 紧 致 )， 
PAPA NN Aa. 
所 以 由 性 项 537 得 到 
( 门人) 之 a 

可 是 有 4 是 4 的 紧 致 子 梨 ,所 以 4 的 紧 致 子 集 的 广 久 容量 的 上 
界 不 比 & 小 ,所 以 4 是 可 定 # 容 的 ， 】 

广义 容量 的 概念 可 以 推广 到 一 般 抵 扑 空 间 的 子 集 去 . 上面 的 
引 理 1 显然 仍 吗 成 立 . 还 可 以 证 明 

引 理 2 假定 如 是 一 个 Hausdorff 空间 ,有 一 个 连续 映射 f 
把 如 映 入 另 一 个 Hausdorff 空间 虽 ,gp 是 虽 的 子 集 的 一 个 广义 容 
量 函 数 , 那 么 对 上 的 子 集 4,%(4) 一 红 大 4)) 是 一 个 广 文 容量 ,并 
且 如 果 4 是 可 定 多 容 的 ,那么 54) 是 可 定 2 容 的 . 

证 明 少 有 性 质 (1)》,(2) 是 显然 的 . 现在 证 满足 性 质 (3). 假 
定 { 天 。} 是 一 列 单调 减 小 的 上 2, 的 不 空 紧 致 子 集 ,我 们 先 证 骨 

AH{ [Ks)= 门 7GK。)， (4.2.1) 
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因 鸭 对 任何 一 点 PE [|ACK,), 广 1CiP})) 是 必 的 闭 子 集 号 ， 
所 以 和 CPD 人 门 到 是 出 的 一 列 单调 减 小 的 不 空 紧 致 子 集 .所 
以 CPD 站 门 KK 关 说 ,也 就 是 存在 Q@E€ 门 天 -使 FrQ) = 
P. 因此 ,A{[K,) 二 [ 门 fCKw)， 另外 一 方面 , 门 f(K.) 三 
fl 门 KK。) 是 显然 的 ,所 以 (4. 2. 1) 成 立 . 

(4. 2. 人 

oN Ks)= AA NK) A NN/E) 
= inf 的 下 一 in{ pK,). 
因此 满足 性 质 (3). 这 样 ,我 们 就 证 明了 邓 是 嫩 上 的 广义 硅 量 画 
数 . 

现在 假定 4 是 02, 的 一 个 可 定 上 5 容 的 子 集 ,那么 对 任意 的 数 a 

4) 一 KA(AD) ,存在 一 个 紧 致 集 DCA, 使 
a DD) = HACDY), 
所 以 874) 是 可 征 ?9 容 的 ， 上 

一 个 紧 致 空间 的 久子 集 在 一 个 Hausdorff 空间 及 中 的 连续 
像 叫 下 分 析 集 .这 比 Lusin 所 定义 的 分 析 集 更 一 般 , 分 析 集 事实 
上 是 紧 致 扩 度 空间 的 子 Cs 集 在 尺度 空间 中 的 连续 像 ( 见 W. Sier- 
pinski, General Topology, the University of Toronto Press, 
1952. 2, 

定理 4 2.1 Hausdorff 空间 训 的 下 , 子 集 的 天 分 析 子 集 广 
还 可 证 容 . 

证 明 先 假 定 4 是 如 的 一 个 紧 致 子 集 的 KK 分 析 子 集 . 这 时 
避 不 妨 假 定 2 本身 紧 致 . 假定 4 是 紧 致 空间 B 的 尺子 集 上 B 在 
连续 映射 了 下 的 像 ,那么 了 = 1P,f(CP))IPE B} 是 乘积 空间 BX 


DD 因为 1P} 是 号 的 用 子 集 - 这 可 以 这 样 看 :{P) 的 余 扩 Ci1P1) 的 每 一 点 都 有 一 
个 名 减 不 包 台 了 ,因此 ( 人 Pi) 是 这 些 独 域 的 和 集 , 因 此 CP}) 开 . 
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中 的 相对 闭 子 集 . 所 以 了 一 下 ,天 表示 了 在 总 X 吕 的 拓扑 下 的 包 . 现 
在 BX 是 BoXx 电 的 天 -oo 子 集 , 开 是 紧 致 空间 BoXD 的 闭 子 集 , 所 
以 也 是 紧 致 的 . 因此 丁 是 BX 如 中 的 下 % 集 ,因此 广泛 可 定 容 . 现 
在 有 是 本 在 旧 中 的 投影 ,所 以 由 引 理 2,4A 广泛 可 定 容 . 
一 般 , 假定 
4 三 UKR。c 电 ， 


Kk 是 妇 的 紧 致 子 集 , 关 于 疡 单调 增加 ,那么 因为 4= (4 站 


五 ), 对 任何 广义 容量 画 数 9 

PA) 一 sup pATIK,). 
现在 汪 门 天 。 是 紧 致 集 下 ;的 天 分 析 子 集 , 所 以 由 前 面 的 证 明 , 此 
可 广泛 定 容 , 所 以 

PANE,.) = sup FPC, 
这 里 sup 是 关于 A 站 mK 的 爹 体 紧 致 子 集 己 取 的 . 因此 ,4 可 定 9 
容 .9 是 任意 的 ,所 以 A 广泛 可 定 容 、 上 4 

E* 是 一 个 天, 空间 ,所 以 产 的 K 分 析 子 集 都 是 广汉 可 定 容 

的 , 特别 ,E" 的 分 析 子 集 是 广泛 可 定 容 的 . 更 特别 , 玉 的 Borel 于 
集 是 广泛 可 和 定 容 的 .对 


习 题 


假定 4 是 瑟 的 一 个 有 界 子 集 ,直径 小 于 dt. 把 
Ci — supiCi(K)IK 是 A 的 紧 致 子 集 ) 9 
CL 二 inf {Gi(0D IU 是 A 的 邻 域 ) 
分 别 叫做 4 的 内 、 外 对 数 容量 ,这 里 CiCK) 表示 下 的 对 数 容量 . 又 
把 4 的 内 .外 机 iener 容量 分 别 记 作 C。 及 C. 用 4 作为 所 考 虚 的 


全 尺度 空 间 的 (起 ? 子 集 一 定 是 分 本 和 盆 . Souslin 证 明 ;- -个 完 着 的 有 可 列 划 的 只 魔 
空间 的 于 和 侍 4 是 (号 ) 子 售 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 4 和 袜 (44) 都 是 分 析 淋 . 关于 这 些 
币 记 可 好看 而, Sierpinski 的 General Topology (tthe University of Toronto Press, 
1952, ?第 二 章 的 介绍 . 
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1 


改良 对 数位 势 的 核 里 的 2R. 证 明 ， 
“17 Cm 一 


一 】 


dl a 
log。 EE Cee 一 (log. | ' 


Cl 一 de rs, Ce 一 de 一 下， 
《2) A 在 Wiener 容量 意义 二 可 定 容 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 
是 Ci 一 Ce- 


3 4.3 零 容 集 及 极 大 值 原 理 


E"(n 之 2) 的 子 集 , 当 二 2 时 还 假定 有 界 , 如 果 相 对 于 EF 的 内 
容量 等 于 0 或 者 外 容量 等 于 0, 就 分 别称 为 相对 于 E" 的 零 内 容 集 
或 者 堆 外 容 集 . 当 * 一 2 时 ,那么 相对 于 E? 的 内 .外 容量 可 以 理解 
为 内 ,外 Wiener 容量 ,也 可 雇 理 解 为 §&4.2 习题 所 说 的 内 、 外 对 数 
容量 . 可 以 看 到 这 不 会 影响 上 面 定 义 的 内 容 , 因 为 Cs 一 0 与 Cs = 
0 等 价 , 市 Cs 二 0 与 Ci 二 0 等 价 . 

当然 ,也 可 以 在 相对 于 开 球 的 意义 下 定义 零 内 容 集 及 零 外 容 
集 .不 过 ,由 于 FF 的 紧 致 子 集 是 否 零 容 并 不 因 所 参考 的 县 FF 或 者 
是 EF" 的 哪 一 个 开 子 球 而 有 所 不 同 ,E" 的 一 般 有 界 子 集 内 容量 或 
奸 容 量 等 于 0 的 性 质 也 是 跟 这 种 不 同 的 参考 无 关 的 , 因此 , 零 内 容 
或 者 零 外 容 的 概念 没有 必要 相对 于 哪个 开 球 来 说 . 但 是 要 注意 ,这 
种 概念 跟 所 参考 的 F" 的 维 数 =: 却 有 很 大 关系 . 比方 由 3 4.1 习题 
4 可 以 看 到 ,直线 段 相 对 于 包含 它 的 一 个 平面 EF 不 是 零 容 的 ,而 
相对 于 包含 它 的 三 维 空间 EF* 却 是 零 容 的 ( 见 下 面 $ 4. 4). 

些 外 ,一 个 点 集 的 外 容量 等 于 0 的话 ,内 容量 记 一 定 是 0. 所 
以 等 外 容 集 就 是 容量 等 于 0 的 点 集 . 因此 , 零 奸 容 集 以 后 也 称 为 零 
容 集 , 对 FF 的 (B) 子 集 来 说 ,这 概念 跟 8 3,4 所 说 的 定义 是 一 致 
的 , 事实 上 ,如 果 一 个 (B) 集 4 的 容量 等 于 90, 那么 A 的 任何 一 个 
紧 致 子 集 的 容量 等 于 0, 因 此 由 定理 4.1.6 知道 4 的 任何 一 个 紧 
致 子 集 在 任何 一 个 能 量 有 限 的 Radon 测度 下 是 零 集 . 所 以 4 上 自己 
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也 这 样 ,也 就 是 4 按 $3.4 的 定义 是 零 容 的 . 反 过 来 ,如 果 到 的 
(上 8) 子 集 所 按 $3.4 的 定义 是 零 容 的 ,那么 4 在 任何 能 量 有 限 的 
Radon 测度 于 是 零 集 , 因 此 4 的 任何 紧 致 子 集 的 容量 等 于 0, 也 就 
是 4 的 内 容量 等 于 0. 4 是 可 定 容 的 ,所 以 4 的 容量 等 学 0. 

以 后 ,如 果 一 个 事实 踪 了 一 个 点 集 的 一 个 零 内 容 子 集 以 外 对 
这 点 集 的 每 一 点 都 成 立 , 就 说 这 事实 在 这 点 集 里 近 平 处 处 作成 立 . 
如 果 上 面 的 “ 零 内 容 ? 换 为 " 零 ( 外 ) 容 ”那么 仍旧 说 这 事实 在 这 点 
集 里 似 平 处 处 成 立 . 

零 容 集 的 重要 意义 从 $53.4 以 来 已 经 可 以 看 到 了 . 正 是 由 于 
似乎 处 处 成 立 的 概念 使 我 们 能 够 建立 凌驾 原理 .扫除 法 等 等 … 般 
的 基本 原理 . 位 势 论 里 还 有 许多 重要 的 定理 帮 有 跟 零 容 集 的 特 球 性 
质 有 关 . 这 一 节 , 我 们 完 对 零 容 集 作 比 较 深 入 的 讨论 . 

我 们 曾经 说 过 , 豆 " 的 子 集 的 零 容 性 跟 所 参考 的 开 球 无 关 , 尽 
管内 .外 容量 一 般 是 相对 于 吾 或 者 EF 的 某 个 子 开 球 来 说 的 .下 面 
的 定理 4. 3. 1 给 这 事实 一 个 另外 的 说 明 . 

定理 4.3.1 (H.Cartan) 妆 ， 六 2 时 ,到 的 一 个 有 界 子 集 4 
零 容 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 存在 一 个 在 4 的 一 个 邻 域 里 上 调 
和 的 函数 xz, 在 4 里 处 处 等 于 十 cc， 

证 明 ”充分 性 ”如果 所 说 的 xz 存在 ,那么 在 4 的 一 个 有 界 邻 
澡 耻 里, 是 一 个 正 测度 的 位 势 U* 及 一 个 调和 函数 的 和 和. 因此 
U* 在 A 里 必须 处 处 等 于 十 co. 对 任何 一 个 正 数 a, 令 

W, = {PIUAP) Ya.P EV), 
那么 允 。 是 4 的 一 个 有 界 邻 域 . 对 W 的 任何 一 个 紧 致 子 集 天 , 假 
定 下 的 容量 分 布 是 7Y, 那 么 


YC(K)y = har < | dy 一 lla 过 Tp(E"). 
因为 & 的 支柱 包含 在 紧 致 集 VW 里 ,所 以 jE"} 有 限 , 因 此 


山 这 概念 是 日 . Cartan 引 送 来 的 ,他 用 的 是 法 文 a peu prtsque partout". 
166 


Cap.CA) sint Cap WY = inf supyf 天 7) < inf A 
Er 下 Er 
必要 性 “如果 4 零 容 ,那么 4 有 一 列 单调 减 小 的 邻 域 玉 , ,使 
CaptW 和 1 1 一 1 把 开 . 的 容量 分 布 记 为 ,那么 
YF) = YW = Cap Wh) SR 1 mi, 
UPY~1, Pe A. 
令 记 二 > Ys 那么 


更 一 1] 


一 0, 


(PP) 一 Pop) - D1 -+ =， PEA. 


此 从 ,对 4 的 任何 一 -个 外 点 QQ 可 以 取 mo 充分 大 使 当 区 盖 mo 时 ， 
Q@ 到 伐 , 的 距离 大 于 一 个 正 数 5. 于 是 


UQ) = DUO 十 2 UnQ), 


圳 二 」 Hr -1 


等 号 右边 第 一 个 和 里 每 一 项 都 不 超过 1 ,因此 第 一 个 和 不 超过 xm 
因而 得 到 


UAOEm+ >, Un(Q) 


下 二 mp 十 1 


mmo 十 > |e dy,, n> 2， 
2 


zz 十 3 | vg. dy,, 二 2. 


m 二 mi 十 1 


因此 ， 
UC 去. mo 二 cy, CE") 挟 - zu 十 +c 六 六 :< 十 co， 


这 里 假定 玉 (, 尽 ) 全 .这 说 明 天 是 正 测度 并 且 [7” 是 不 恒 等 于 

十 ce 的 位 势 . 所 以 令 zx 一 [六 就 得 到 了 条 件 里 所 说 的 那样 的 函数 x. 

| 

我 们 注意 , 当 2 的 时 候 ,E" 的 一 个 无 界 子 集 4 零 容 或 者 零 

内 容 的 充分 而 且 必 这 的 条 件 分别 是 ;A 是 可 列 个 有 界 零 容 和 集 或 者 
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有 界 零 内 容 集 的 和 集 , 条 件 的 充分 性 是 显然 的 ,必要 性 可 以 由 4 


=U (4 门 K(O,m)) 看 到 .现在 类 似 地 规定 :E? 的 无 界 子 集 如 果 


是 可 列 个 有 界 零 容 集 (或 者 有 界 零 大 容 集 ) 的 和 集 ， 就 称 为 零 容 集 
(或 者 零 内 容 集 }. 这 样 ,定理 4.3.1 所 说 的 荣 件 的 充分 性 就 立刻 可 
以 推广 到 无 界 霉 容 集 上 来 .可 以 把 这 些 事实 写成 : 

推论 1 当 = 之 2 时 ,如 果 吾 的 一 个 子 集 4 的 一 个 邻 域 里 存 
在 一 个 上 调和 消 数 在 4 里 处 处 等 于 十 0, 那么 A 零 容 . 

证 明 因为 根据 假设 ,A 的 性 何 一 个 有 界 子 集 都 必须 零 容 ( 由 
定理 4.3.1) 4 

为 了 对 无 界 零 容 子 集 建立 一 个 类 似 于 定理 4. 3,. 1 的 必要 的 条 
件 ,我们 可 以 直接 从 定理 4. 3. 1 的 证 明 的 后 半 部 分 来 看 .除了 2 一 
2 的 情形 由 于 用 到 Wiener 容量 分 布 的 概念 ,需要 4 的 邻 域 W,, 有 
界 的 假设 以 外 ,4 有 界 的 假设 对 证 明 过 程 是 名作 的 .根据 这 个 证 天 
过 程 , 我 们 实际 上 得 到 : 

推论 2 当 n 宇 2 时 ,如 果 FF 的 于 集 4 零 容 (n= 二 2 时 假定 4 
有 和 界 ) ,那么 存在 一 个 总 质量 有 限 的 正 Radon 测度 yp,U# 存 A 里 外 
处 等 于 十 ee ,在 EN\4 里 处 人 姓 有 限 ， 

证 明 要 证 明 葛 只 是 w= 二 2 的 情形 下 可 以 用 UU# 代替 U2? 这 
是 因为 

UECP) = J eg。 SE qdp(eo) — (CE:) log.2R 


= UP) 一 AE’) log.2R., 

所 以 , 当 PEA 时 ,UCP 二 十 oo0, 而 当 PEENA 时 (Py)< 
十 cc 

由 推论 1 及 推论 2 又 得 到 

定理 4.3.2 假定 3 是 至 的 子 区 域 只 的 一 个 零 容 的 相对 闭 
集 ,n 二 2 时 还 假定 3 有 界 , 那 么 NS 是 区 域 ， 

证 明 ”假定 Q\S 不 是 区 域 ,那么 QS 是 两 个 不 相交 的 不 空 
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中 = 


开 集 只 和 2 的 和 集 . 由 推论 2, 存 在 一 个 函数 az, 它 在 只 里 上 调 
和 而 在 $ 里 处 处 等 于 十 ==, 令 
全 当 P EN, 
vtP) 一 
十 co 当 PE NU SS, 

那么 wm(P) 在 豆 里 上 调和 ,并 且 在 伺 岂 3 里 处 姓 等 于 十 有 ,由 推论 
1 US 零 容 , 因 此 12, 零 容 . 这 是 不 可 能 的 ， 

根据 定理 4. 3.1, 还 可 以 给 下 调和 函数 的 极 大 入 承 理 一 个 重 
要 的 推广 . 为 了 说 明 得 详细 一 些 , 先 证 明 一 个 一 般 的 引 理 . 

引 理 1 假定 x 是 把 一 个 拓 扩 室 间 的 一 个 开 子 集 旭 映 入 R' 去 
的 映射 . 对 每 一 点 QE BCD) 定 闵 

区 人) 一 lim az) 


自 实 一人 
一 inf1 sup utP)IVY 是 @ 的 邻 域 }， (4.3.1) 
FEVNMT A 


那么 对 每 一 所 QE€ B(0， 
a(Q) = lim uP). (4. 3. 2) 


自卫 PP 一 让 


因此 ,把 zx 当 作 把 豆 映 入 R 去 的 映射 来 看 , 它 在 BCQ) 上 处 处 上 半 
连续 . 

证 明 ”由 x(@) 的 定义 式 (4. 3.1) 知道 ,对 每 一 点 @ EE B38(12)， 
“(Q) < lim uP). 所 以 要 证 明 (4. 3. 2) 成 立 , 只 要 证 明 对 每 一 点 


QEBODD) ,下 式 (4.3.3) 都 不 成 立 ， 
zf 和 < Bm ntP) 
3 天 -= 地 
一 inff sup wcP)y|Y 是 龟 的 邻 域 1， (4. 3.3》 
EW 站 让 


PF 


如 果 对 蘑 一 点 QE BODD, [4.3.3) 成 立 ; 那 乏 存在 一 个 正 的 常数 
使 包 , 的 所 有 邻 域 VW, 下 式 成 了 并 : 


usup ul(P)— &. 
rervNnA\ et 


因此 ,对 & 的 每 个 邻 域 WV 都 至 少 有 一 点 PrEVNfNIQo1 使 w (96) 
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u(tPy} 一 2 就 是 aCPr) wt) 十 
如 果 PyEVNHN4} ,那么 就 把 Py 改 记 为 Poy, 如 果 Py 和 
V 但 BODN{Q,} ,那么 由 于 atPy) 一 lim u(t 也 ) ,存在 一 点 全 


V 和 门 弄 ,使 
aCPLY > u(r) — er9, 
因此 
uF) > ul) 十 E/2， (4. 3. 4) 
因此 无 论 起 样 ,对 Q& 的 每 一 邻 域 六 ,总 存在 一 点 Pr ET 站 有 使 
(4. 3. 42? 成立 . 因 弟 由 上 极限 定义 知 着 
lim zf(P) w(t) 十 E/2. 


这 中 (4. 3. 1 矛盾 ,所 以 不 可 能 ,因此 54. 3.3) 不 可 能 成 并 1 
由 引 理 1, 再 注意 到 在 一 个 紧 致 集 里 上 半 连 续 函 数 一 定 有 棚 
大 值 ( 可 能 是 十 = 这 个 事实 ,下 调和 函数 的 极 大 值 原 理 就 可 以 这 
样 表 达 : 
假定 & 在 EF 的 一 个 有 界 开 子 集 旬 里 下 调和 ,对 每 点 QE 
BUD 下 试 成 并 ， 
lm za(P) ss AT， 


业 PP 一 人 Q, 
那么 sa 在 吕 里 处 处 成 立 . 
事实 上 ,如 果 对 每 点 四 后 呈 () 定 六 二 入 ) 一 lim wtP), 那 
而 了 呈 一 总 


么 就 给 延 拓 成 一 个 在 紧 致 集 吾 里 上 半 连 续 的 函数 ,x 在 如 里 必 
须 有 极 大 值 在 BCQ) 上 取得 . 由 定 交 zx# 在 BC 上 处 处 不 超过 1 邮 ， 
所 以 # 所 MM 在 如 里 处 处 成 立 ， 
现在 我 们 证 明 这 个 极 天 值 原理 可 以 加 强 为 下 面 的 
定理 4. 3.3 恨 定 函 数 # 在 "(xn 宇 2) 的 一 个 有 界 开 子 集 名 里 
下 调和 并 且 有 上 界 , 又 假定 存在 一 个 常数 M ,使 在 BC2) 上 上 
lim aut) MM {dd. 3.5) 


3 PE 号 [机 1 
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近乎 处 处 成 立 , 那 么 xs 丢 邮 在 只 里 处 处 成立 . 
证 明令 
A= {QQ| lim uP) > MQ EE BG}, 
品 了 后 一 塌 


那么 4 霍 肉 容 , 今 四 (人 (@@) = Ta w(P) yw 和 作 六 QE BOD) 的 郧 数 
位 3 了 一个 | 


是 上 半 连 续 的 ,所 以 4 是 (8) 集 , 从 而 4 可 定 容 且 为 零 容 . 因此 ， 
由 推论 2 知道 存在 ~- 个 苑 数字 在 旭 的 一 个 食 域 为 正 , 上 调和 ,在 
4 里 处 处 等 于 十 ce ,并 且 在 如 里 处 处 有 限 . 对 任何 一 个 正常 数 s， 
MM 十 ew 在 上 内 里 为 正 . 上 调和 是 

lim (M+ mulP)) MM, 


FEB,A 


lim CM 十 sw(lP)) 一 十 cc， 


和 0 3 pe 1 


因此 由 假定 知道 ,对 任何 QE BCD)， 
im fa 人 一 (十 eof A 0, 


nin 3P-me nin 
现在 & 一 tM 十 eo) 在 器 里 下 调和 ;所 以 由 这 个 边界 性 质 知 道 对 任 
何 一 点 PED， 
uP) 一 Cd + elP)) SA 0, 
twwt 了 1) 有 限 , 所 以 令 8 一 0 得 到 (CPD) 一半 寺 0; 也 就 是 (PD) 所 MM. 
| 

定理 4.3.3 还 可 以 推广 到 无 界 区 域 上 去 .为 了 这 个 目的 ,也 为 
了 太后 应 用 上 的 方便 ,这 里 先 介绍 单 点 紧 致 化 的 概念 . 

假定 和 和 是 两 个 拓扑 空间 ,Y 紧 致 ,如果 存在 一 个 同 肚 变 
换 把 六 变 进 Y 去, 并且 fCX) 在 YY 里 处 处 秽 密 , 那 必 说 了 是 天 
的 一 个 紧 致 化 或 紧 扩 张 . 

一 个 不 紧 致 的 项 扑 空间 的 紧 致 化 不 是 唯一 的 ,但 紧 致 化 总 是 
有 , 有 一 种 最 简单 的 叫 单 点 紧 致 化 ,是 从 Riemann 的 复数 球面 概 
念 一 - 般 化 得 到 的 ， 

假定 区 是 一 个 不 紧 致 的 拓扑 空间 ,把 下 及 另外 一 点 a 一 起 构 
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成 的 点 集 双 Uf{a} 记 作 议 ,规定 这 的 拓扑 如 下 :区 的 一 个 紧 致 子 集 
在 总 里 的 余 集 称 为 a 点 的 一 个 邻 域 ;此 外 ,一 点 PE 在 天 的 原 
来 拓扑 里 的 任何 一 个 邻 域 仍旧 着 作 PP 在 问 里 的 一 个 邻 域 .把 广 
看 作 这 些 邻 域 爹 体 所 繁殖 的 拓扑 下 的 拓 扩 空间 ,这 个 拓 扩 空间 称 
为 匡 的 单 点 紧 名 化 ,或 Alexandroff 紧 致 化 .a 称 为 这 的 本 lexan- 
droff 点 . 

可 以 看 到 ,和 是 紧 致 的 .事实 上 ,很 定 色 是 站 的 一 个 开 覆 羡 
族 , 其 中 S33a. 由 于 Ui 是 开 集 ,D 必须 包含 a 的 一 个 邻 域 . 因此 ， 
闭 集 CC) 必须 包含 在 XX 的 一 个 紧 致 子 集 里 . 因此 CCU1) 紧 致 . 
这 样 ,在 里 存在 有 限 个 开 集 U,…' ,Uw 覆盖 CCD. 因此 ， 

CUUU-- UUDU UCU) = X. 
所 以 这 紧 致 . 

其 次 , 卫 二 炙 ( 玉 表示 在 这 里 的 包 )., 要 证 明 这 一 点 只 要 证 
明 a 所 于 就行 了 ,事实 上 ,要 是 和 总, 那么 有 一 个 邻 域 US 
Cl 及 ). 这 样 一 来 ， 

{a} EUCCR}ECKR) = {a). 
所 以 ,UU 二 {Ql 而 CC0D) 一 C(a}) 一 并. 但 是 由 a 的 邻 域 的 定义 ， 
CC 必须 紧 致 . 所 以 瑟 紧 致 ,这 是 矛盾 的 ， 

这 就 说 明 蕊 的 单 点 紧 致 化 中 的 确 是 己 的 一 个 紧 致 化 . 此外， 
容易 看 到 不 的 任何 两 个 单 点 紧 致 化 是 同 虾 的. 在 这 意义 下 我 们 说 
不 紧 致 的 拓扑 空间 的 单 点 紧 致 化 存在 且 唯 一 . 

以 后 我 们 都 用 站 表示 FF 的 单 点 紧 致 化 , 它 里 面 的 Alexan- 
droff 点 称 为 无 限 远 点 , 记 作 oo, 为 了 便于 区 别 , 下 的 子 集 4 在 如 里 
的 包 记 作 和, 边界 记 作 瑟 (4) 等 等 ， 

通过 这 个 概念 ,可 以 从 定理 4. 3. 3 推出 

推论 3 假定 在 E" 的 一 个 无 界 开 子 集 吕 里 有 上 界 . 下调 
和 并且 存在 一 个 常数 对 ,使 

lm xz 人 Ps AM ‘4. 3, 6) 


扣子 五 一 = 


]72 


lim waP)M 《4. 3.7) 


3 P=QE Ee) 
在 BK8? 上 近乎 处 处 成 立 ,那么 x 委 好 在 如 里 处 处 成 立 . 
证 明 由 (4. 3.6) 知 道 ,对 任何 一 个 正 数 ,cc 有 一 个 邻 域 站 
使 下 式 成 立 : 
aPy< M+ie, PEUNAD. 《4. 3. 8) 
这 样 ,对 有 界 开 集 2, 一 C07 来 说 ， 
lim ustPYy < M+e 


D3 PRES 
在 BO 上 近乎 处 处 成 立 , 因 此 由 定理 4. 3. 3 得 到 xs 十 < 在 吕 ， 
里 处 处 成 立 . 再 由 (4. 3.8)， 双 得 到 wx 所 4 十 E 在 吕 里 处 处 成 立 .= 
是 任意 的 ,所 以 xs 委 邮 在 如 里 处 处 成 立 ， 
定理 4, 3. 3 和 推论 3 还 可 以 概括 成 下 面 的 
推论 4 假定 在 FF 在 一 个 开 子 集 吕 里 有 上 上 界 并 且 下 调和 ， 
v 在 则 有 下 界 并 且 上 调和 .再 假定 除了 芋 (Q)\{co0}) 的 一 个 零 内 容 
子 集 外 ,下 式 外 处 成 立 ， 
lim {uP) — vtP)) RE 0, 


NP rE BA) 

那么 xs 在 中 里 处 处 成 立 . 

证 明 令 双 =# 一 2 那么 和 在 如 里 有 土 界 并 且 下 调和 ,因此 
由 假设 及 定理 4. 3. 3., 推 论 3 得 到 xz 一" 委 0 在 马里 处 处 成 立 、 是 

定理 4. 3.3 和 推论 3. 挫 论 4 在 下 一 章 里 有 重要 的 应 用 ;并 且 
还 要 进一步 加 以 推广 . 这 里 我 们 先 利用 它们 来 椎 广 两 个 关于 调和 
函数 列 的 收敛 定理 . 

定理 4.3.4 假定 {xm} 是 一 列 在 有 的 子 区 域 吕 里 有 界 并 且 
调和 的 函数 , 且 除 了 BODN\{0) 的 一 个 零 内 容 子 集 外 下 式 处 处 成 
了 

lim Ca CPY -一 aiCP EO m= 1,2,, 


3 PRE FY 
那么 limw 要 不 是 在 2 里 调和 就 是 恒 等 于 十 oo 
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证 明 ”由 推论 4,zs 扫 zl 一 1,2, 在 总 里 处 处 成 立 , 因 
此 ,{ze} 单 调 增加 . 由 Harnack 定理 得 到 定理 的 结论 。 | 
定理 4.3. 5 假定 {wu} 是 一 列 在 EF” 的 开 子 集 吕 里 有 界 并 且 
调和 的 函数 . 再 假定 除了 瑟 (Q)Nfeec) 的 一 个 零 内 容 子 集 e 外 ,下 面 
极限 处 处 存在 并 且 有 限 
lim ae) 一 万 (人 )， 了 一 1，2 


3 PP. riE EE; 

而 且 { 疡 (@) 在 B09)Ne 里 一 致 收 伍 ,那么 fa 在 归 里 一 致 收 伍 
于 一 个 调和 哺 数 ， 

证 明 对 任何 正 数 ,存在 一 个 NN, 使 

— Ef AM Ee, mn>N 
在 BCf2)\e 里 处 处 成 立 , 因此 由 推论 4 知道 
— EH El Fn 

在 只 里 处 处 成 立 . 因此 , {a} 在 有 里 一 致 收 襄 , 它 的 极限 当然 调 
和 . | 

最 后 注意 :推论 3. 推 论 +, 定理 4. 3.4、 定 理 4. 3.5 里 的 假设 
当 %n= 二 2 并且 CO) 不 零 容 时 可 以 碱 轻 . 我 们 有 

推论 5 假定 n=2 并 且 C02) 不 零 容 , 那 么 推论 3 的 假设 里 
的 (4. 3. 6) 可 以 省 ;推论 4, 定理 4. 3.4 和 定理 4.3.5 的 假设 里 的 
“下 CD)N(co) 可 以 改 为 “再 (人 7” 

证 明 把 C(0) 的 一 个 紧 致 子 集 C 的 对 数 平衡 分 布 记 作 。, 那 
么 [ 难 在 C 里 似乎 处 处 等 于 一 个 常数 工 , 并 且 在 瑟 里 处 处 不 超过 
了 ,所 以 ,如 果 令 

v 二 一 荆 十 UY， 
那么 在 只 里 调和 ,为 负 , 并 且 
limv(P) 二 一 0， 

假定 在 避 里 有 上 和 界 ,下 调和 ,并 且 满 足 (4. 3.7), 也 就 是 
满足 推论 3 里 除了 (4, 3. 6) 以 外 所 有 的 假设 的 话 , 那 么 对 任何 正 数 
ss 十 ev 满足 推论 3 的 所 有 的 假设 ,因为 
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Jim (uP + ev(P)) 一 一 oo 穴 邮 ， 


D3 Pen 


Lm (aP}y+ eo(POR lim uP)yM 


3 Fr Bef 3 PE BINY 
在 BCQ2) 上 近乎 处 外 成 立 . 所 以 由 推论 3 得 到 ， 
ntP} et I EM PEW, 
令 e=0 就 得 到 wt) 所 村 ,PEN. 这 就 证 明了 推论 5 的 前 半 部 分 ， 
推论 5 的 后 半 部 分 是 前 半 部 分 的 明显 的 推论 ， 


习 题 


i， 一 个 在 区 域 如 里 有 界 的 调和 藤 数 x 如 果 在 边界 的 单 点 紧 
致 化 五 (237 上 的 极限 值 (边界 值 ) 似 乎 处 处 等 于 常数 ,那么 # 恒 等 
于 党 数 . 


2， 用 < 表示 复 变 数 . 证 明 w(x) = Re 1 二 在 开 单位 圆 盘 
Iz| 之 1 里 调和 ,并 且 在 边界 1z| 一 1 上 似乎 处 处 有 极限 值 0, 这 个 
结果 跟 习 题 1 矛盾 吗 ? 又 zkz) 二 Tmz 在 上 半 平 面 调和 ,并 且 在 实 轴 


上 处 处 有 和 极限 值 0, 这 事实 跟 习 题 [矛盾 吗 ? 


3 4.4 点 集 的 肥瘦 


我 们 已 经 说 过 ,一 个 点 集 的 外 容量 位 势 ( 不 论 是 相对 于 一 个 开 
球 的 或 者 是 改良 对 数位 势 下 的 ?在 这 点 集 里 似乎 处 处 等 于 1; 而 在 
这 点 集 的 内 部 处 处 等 于 工 这 一 节 要 研究 这 个 外 容量 位 势 究 竟 在 
这 点 集 的 哪些 点 不 等 于 1. 对 内 容量 位 势 也 有 同样 的 问题 . 
我 们 先 队 Brelot 的 点 集 肥 瘦 的 概念 谈 起 .为 了 简 恒 ,在 这 -- 
节 里 这样 的 记号 都 吾 示 点 集 4 的 导 集 . 
定 兴 1 假定 一 个 点 集 4 全 ,点 QE FE". 如 果 @ 后 4' ,或 者 虽 
然 久 EA' ,加 是 存在 -个 函数 在 信 的 一 个 邻 域 吕 里 上 调和 而 且 
lim viP) > vw), (4. 4.1) 


省 习 帮 一 各 


TI75 


那么 就 说 4 在 马 瘦 ,CC4) 在 已 肘 忆 . 

由 定义 1 类 道 ,A 在 一 点 已 瘦 是 由 A 在 包 的 一 个 邻 域 里 的 情 
. 形 决 定 的 , 而 且 由 定义 立刻 可 以 得 到 

定理 4.4.1 假定 4 三 声 , 在 一 点 Q@EE" 瘦 ,那么 A4 的 任何 一 
个 子 集 都 在 Q@ 瘦 . 假定 百 的 有 限 个 子 集 41,… ,A 都 在 一 点 QE 
F" 瘦 , 那 么 A11U-…UA 在 忆 也 瘦 . 

我 们 青 证 明 

定理 4. 4.2 有 CSF" 在 一 点 电 EE" 瘦 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 
是 A\tQ@} 有 一 个 邻 域 在 已 瘦 . 

证 明 条 件 的 充分 性 用 不 到 证 了 ;现在 只 证 必要 性 . 要 是 急 答 
44' ;那么 这 条 件 当 然 成 立 ; 要 是 包 E A ,那么 存在 一 个 像 定 闵 1 所 
说 的 函数 vz, 取 实 数 石 使 

lim oP) > h > vA). (4, 4. 2) 


并 了 户 一 各 
由 于 vw 在 品 里 下 半 连 续 , 点 集 避 = {Plv(P)2>h，,PED} 是 开 的 ,并 
且 
lim mn(CP) Sh > v(Q). 


所 以 G 在 已 瘤 . 

另外 一 方面 ;由 (4. 4.2) 知 道 Q@ 有 一 个 邻 域 乒 使 在 信人 站 A4\ 
{@} 里 vo 六 及 成立 . 因此 ,GG 宇 玉 人 门 A\Q@}). 因此 ,GUCW) 二 A 
{@}) ,QQ@ 不 是 CO) 的 这 点 ,所 羽 C( 三 ) 在 日 瘦 . 因此 ,GUC( 钱 ) 就 
是 像 条 件 所 说 的 邻 域 ， | 

根据 定理 4.4.2 可 以 得 到 点 集 瘦 的 一 个 必要 条 件 ， 

定理 4.4.3 假定 A 在 一 点 已 瘦 , 那 么 

limes..(A) 一 0， (4. 4. 3) 


这 里 码 ,: 表 示 由 so.: 扩 张 得 到 的 外 测度 . 


六 瘦 ceffile} 是 NM. Brelot tT.de Math. ,， 19490) 首创 的 概念 . 为 了 说 话 方便 ,这 诗话 
上 * 中 ”的 概念. 
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证 明 ”要 是 入 入 4 ,那么 (4.4. 3) 当 然 成 立 . 要 是 QE 4 ,那么 
存在 函数 使 (4, 4. 1) 成 立 . 取 常 数 无 使 
lim viP) > hvQ), 


加 门 恒 子 于 一 属 

那么 存在 一 个 常数 x。 使 

Ph>vR), PEANMKGOQ, rR}. 
国 此 ,G={ 王 jer(CP)>> 下 是 几 门 开 ( 人 ,roN SI 的 一 个 邻 域 ， 

假定 (4.4. 3) 不成立, 都 么 一 定 存在 正 数 了 和 一 列 收 各 于 0 的 
正 数 {7。} 使 
co (0) > dd. 

因此 由 ”的 上 调和 性 得 到 


oCQ) > jodeo,. =| veo.. 二 zcdsar 


站 (全 3 ™ 


Shea,, (G) + sar, (CG) inf vCP) 


Kr 


hd 十 (1 一 人 8(Q) 十 carCCCG)T ,inf Ov(P)—v(Q)] 


KO Ni 

had (l—Ad uD) mr oo0. 
这 是 不 可 能 的 , 国 此 (4.4.3) 成 六 ， 1 

由 定理 4. 4. 3 知道 吾 的 一 个 子 超 圆锥 体 码 它 的 顶点 不 妆 . FF 
的 子 集 如 果 在 一 点 瘦 的 话 , 那 么 它 在 这 点 一 定 比 超 圆 锥 的 项 还 尖 
得 多 .我 们 举 有 省 的 Lebesgue 刺 作 例子 . 
人 鲍 1(0Lebesgue 刺 ) 在 EF 中 取 直角 坐标 系 ,任意 点 的 谷 标 记 
作 (xz,y,2). 把 zy 平面 上 的 曲线 y==e (zz>>00 绕 工 轴 的 旋转 面 
所 包围 的 闭 子 区 域 叫 Lebesgue 刺 , 它 在 原点 O 是 瘦 的 . 

事实 上 ,在 区 间 L0,1j] 的 每 一 点 x 用 x 当 线 性 密度 得 到 一 个 
正 浏 度 gz 对 任何 一 个 (B) 集 eC 过 [0,1j， 


He) 一 | Xdz, 
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to,D0,0) 一 | > Iadz 一 1. 
在 
而 在 所 说 的 Lebesgue 刺 里 任意 一 点 Czoy*yovzo)y 有 
UCTos Yos To) 一 | Cr 一 让 so 二 如 十 22) rdx 
; 


t 
> | {Cr 人 十 en dr 
— oi 


© " 十 人 5 十 on 
产 -一 
Ve 十 (一 xzo02 一 (1 一 2zo) 


十 Ve 一 ?一 Ve 二 有 
一 2 十 1 十 0 一 3 了 > 一 00007， .ro 一介 
所 以 定义 1 的 条 件 具 备 . 

可 以 看 到 , 当 AMCzy 一 /27) 时 ,y 二 8 (x >0) 绕 工 轴 的 
旋转 面 所 包围 的 旋转 体 在 尖端 也 是 瘦 的 ,一 般 也 都 叫做 Lebesgue 
刺 . 

注意 ;2" 的 子 集 瘦 不 瘦 跟 空间 维 数 有 关 . 比方 ~ :个 直线 段 
当 必 EE 的 子 集 来 看 ,由 于 看 作 一 个 Tebesgue 刺 的 子 集 , 在 它 的 端 
点 是 瘦 的 . 这 - :点 也 可 以 由 年 多 1 直接 说 明 . 利用 前 万 的 正 测 庶 
gg 对 工 轴 上 任意 一 点 (ua.0.0) ,a 0,1] 有 

Urta,0,0) = [WE —a| irdr = oe0, 


这 首先 替 示 zz 轴 上 的 闭 区 间 [0,1] 当 作 E' 的 于 集 是 瘦 的 . 由 于 誉 
标 轴 和 原点 斌 以 任意 取 ,我 们 看 到 直线 段 当 作 的 子 集 , 在 化 的 
端点 是 瘦 的 . 但 当 作 天: 的 于 集 时 ,在 端点 却 不 着 , 见 下 面 的 例 2. 

我 们 再 回顾 一 个 定义 .在 点 的 一 个 邻 域 里 下 调和 的 函数 不 
能 等 于 一 2 ,并 且 是 下 半 连 续 的 . 所 以 在 忆 的 一 个 充分 小 的 邻 域 
中 有 下 界 ,因此 是 一 :个 正 测度 的 位 搜 太 一 个 调和 函数 的 和 . 再 和 国 
数 在 久 当然 是 连续 的 ,因此 上 面 的 定义 中 的 上 调和 函数 可 以 改作 
正 测度 的 位 势 , 于 是 得 到 
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一 xo log， 


定理 4.4.4 殖 ' 的 一 个 点 集 4 在 4 的 一 个 桶 点 tb 瘦 的 充分 
而 且 必 要 的 条 件 是 存在 一 个 正 测度 的 位 势 Ut 满足 
UAQD < lm UW). (4. 4. 4) 


了 4 站 一 全 
由 定理 4, 4,4 还 可 以 得 到 
推论 1 严 的 一 个 点 集 4 在 A 的 一 个 聚 点 忆 瘦 的 充分 而 且 
必要 的 条 件 是 存在 一 个 正 测度 的 位 势 UU; 满足 
lim UCQ) = ce， 下 (Q < 0. (4. 4. 5) 


证 明 ”充分 性 是 显然 的 ,只 需要 证 明 必 要 性 ,根据 定理 4. 4. 4， 
存在 一 个 正 测 度 x 满足 (4 4. 4). 由 于 


U*(Q,) = ~ Jo < 一 co， 
DI Ko (CO) 二 去 


入 T 一 PICQoradn 假定 
全 了， 一 , 
贡 二 | 
lim Ur(Q) — Ur(Q) = d>0, 
A3 Qe 
那么 由 于 
Fe 如) 一 UK) CK (CO) 
在 Qs 调和 ,我 们 得 到 
lim Vj(Q) 一 了 (Qu > ja 
疙 半身 + 


如 果 令 7 一 Dp|K(Qo,qd,), 那么 
| 


QV) DD 


mm 二 1] 


lim 《CQ) 一 ce， | 


由 推论 1， 还 可 以 得 到 
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定理 4.4.5 很 定 的 子 集 4 在 一 点 Qs 瘦 , 一 个 映射 站 把 - 


Qs 的 一 个 邻 域 DD 映 入 PF 去 ,对 任何 QED,Q'ED， 
TA rn rey {dd 4. 6 


六 FT 一 Fa td 4. 7) 


那么 点 集 FA4) 在 点 了 (Q,) 瘦 ， 

证 明 如 打包 ,不 是 4 的 豪 点 ,那么 由 节 的 性 质 (4. 4.7) 知 
道 ,fF(@o) 不 是 .六 4) 的 聚 点 . 

如 果 忽 , 是 4 的 聚 点 ,而 4 在 久 s 瘦 , 那 么 由 推论 1 存在 一 个 
满足 (4.4.5) 的 正 测度 7. 由 于 0 在 Q2 连 续 ,7Y|1D 必须 满足 
《4. 4. 5). 所 以 不 妨 假 定 7 的 全 部 质量 包含 在 五 里 . 

由 (4. 4. 6), 是 连续 映射 .所 以 AD) 的 任何 一 个 (8B} 于 集 
Fo) 的 原 像 e 是 五 的 (五 ) 子 集 .定义 

ACf (ey) 一 Ce》 
得 到 一 -个 测 麻 4 如 果 EEF" 的 维 数 am>2 ,那么 由 (457 及 (4 4. 6) 
得 到 


FQ | naydA ea)) 
> [de0) = LO). 


【TCF 一 CU CQ) 
lim FRV lim U(Q) = co 


FA FA FQ? 43 QA 
因此 ,A 起 在 Bi0) 瘦 ,如 果 ==2, 那 么 可 雇用 一 loger oyriw; 代 
蔡 上 面 的 一 rey 得 到 同样 的 结论 

下 面 说 明 肥 瘦 的 概念 同 外 容量 位 势 的 其 系 . 先 证 明 

引 理 1 E” 的 零 容 集 有 4 一 定 在 每 一 点 部 瘦 . 

证 明 只 用 证 明 一 个 零 容 集 4 一 定 在 每 一 点 EA 部 瘦 就 
行 了 . 由 定理 4.3.1, 存 在 一 个 总 质量 有 限 的 正 测度 使 U" 在 4 
里 处 处 等 于 cc. 用 每 一 点 PE ANQo} 为 中 心 作 一 个 闭 球 不 包 舍 
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ri 


ls 1 


Qo. 由 Lindelof 定理 ,存在 可 列 个 这 种 闭 球 尺 (P,,ri) {i= 1 ,2 
覆 装 AiGs 1， 令 
| FKP, ,sr;) — ffs 


那么 
Un) 之 十 ce， 
UP)=+ ooo, PEANMKCOD rN). 
取 正 常数 c; 使 cU* Qype, 那么 
US (0,) < 六 < oo 


UEPp) + oo, PE ANQ,). 

因此 ,4 在 名 是 一 的 ， | 

定理 4.4.6 FF 的 子 集 有 4 在 一 点 名 瘦 的 充分 而 且 必 要 条 件 
是 名 n 有 一 个 邻 域 必 司 ANMmnD 的 着 容量 位 势 在 Qo 小 于 1. 这 里 外 
容量 位 势 无 论 相 对 于 Er" 的 哪 一 个 开 子 球 都 可 以 .特别 ,= 一 2 的 时 
辟 , 可 以 在 改良 对 数位 势 的 意义 下 理解 

证 明 充分 性 ”由 于 有 A4 门 的 外 容量 分 布 是 包含 A 人 ND 的 一 
列 单 调 减 小 的 开 集 的 符 量 分 布 的 强 级 上限, 因此 也 是 弱 要 限 . 因此 这 
列 开 集 的 容量 位 势 依 任何 一 个 能 量 有 限 的 测度 收 伍 于 4 站 局 的 外 
容量 位 势 . 由 于 任何 一 个 包含 4 门 马 的 开 集 的 容量 位 势 在 44 门 万 
里 处 处 等 于 1,AMmD 的 外 容量 位 势必 须 在 A 门 D 里 至 多 除 一 个 零 
容 集 e 外 处 处 等 于 1. 假如 定理 所 说 的 条 件 成 立 , 那 么 4NMD 的 外 
容量 位 势 在 4 门 DP\e 里 处 处 等 于 1, 而 在 Q& 小 于 1. 如果 是 和 AA\ 
e 的 聚 点 ,那么 这 说 明 4se 在 QQ 瘦 , 于 是 A 在 忆 也 妾 ,因为 e 在 
Q, 是 瘦 的 (由 引 理 1). 如 果 Q, 不 是 4se 的 聚 点 ,那么 A\e 在 久 。 
当然 瘟 , 因 此 4 在 Q@&, 也 瘦 . 

必要 性 ”现在 假定 4 在 QQ 瘦 . 如 果 Q, 世 A', 那 么 QQ@。 有 一 个 
邻 域 五 使 五 站 4 至 多 只 包含 外 一 点 , 这 时 候 4 站 MD 的 外 容量 位 
势 恒 等 于 0. 如 果 QE A', 那 么 由 推论 1, 存 在 一 个 正 测 度 使 
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lim UP)}= oo0, 0 UW) < oo0, 


A PA 

因此 ,Q 有 一 个 邻 域 五 ,使 下 式 成 立 : 

PUMQ) TI, PEANMNDIQ). (4.4.8) 
由 于 CCP) 下 半 连 续 ,4 门 PNQo 必须 有 一 个 邻 域 C 使 不 等 式 
(4. 4.8) 对 每 一 点 PEG 成 立 , 很 定 7 是 如 的 一 个 紧 致 子 集 的 镍 容 
量 分 布 ,那么 (4. 4. 8)7 相 对 于 7 几乎 处 处 成 立 . 由 此 知道 下 式 在 > 
下 几乎 处 处 成 立 : 

(PR + DU CPY < UPY. 

因此 ,凌驾 原理 在 Q@, 必须 也 成 立 , 所 以 得 到 


UCQ,) 
于 
CU Me < TG 


再 假定 n==2.7Y 表示 4 门 D\(Q} 的 Wiener 外 容量 分 布 , 那 
么 ,U2 一 Ux 十 # 在 天 (Q,,R) 里 成 立 , 这 里 怀 适 当地 选取 ， 
使 调和 函数 > 0, 并 且 尺 (CQ;R) 二 及 们 DD 于 是 由 (4.4.8) 得 到 
在 7 下 (CQ0) 十 DG) 十 w(P)) 之 UCP) 几乎 处 处 成 
立 . 把 法 驾 原理 用 到 Ukco .w 上 去 ,同样 得 到 Us (QO) 之 1 上 1 

定理 4.4.7 E' 的 子 集 4 瘦 的 点 ,除了 不 属于 4 的 以 外 , 构 
成 一 个 零 容 集 . 

证 明 FF 中 的 有 理 细胞 只 有 可 列 个 . 如 果 4 在 一 点 @o 和 4 
瘾 ,那么 外 有 一 个 邻 域 马 使 4 站 MD 的 外 容量 位 势 在 Q 小 于 1. DD 
至 少 包 含 一 个 有 理 细胞 C3 Q。， 于 是 AMCi 的 外 容量 位 势 U "在 
Qo 小 于 1. 这 就 是 说 ， 

Wd EE QIURQ) 1 QEANC). 

由 此 我 们 考虑 点 和 集 


J {QI < 1, QEANG,). 


上 二 1 


由 于 UY 在 ANMC: 里 似乎 处 处 等 于 1, 我 们 知道 每 个 {QIU%*(8) < 
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= 1. 


1;Q EANGC} 是 零 容 的 . 因此 ,定理 4. 4.7 所 说 的 点 集 零 容 ， 1 

由 引 理 1 和 定理 4. 4.7 得 到 

定理 4.4.8 Er" 的 子 集 零 容 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 处 处 都 
冲 . 

定理 4.4.9 E" 的 子 集 4 在 一 点 tb 瘦 的 充分 而 且 必 要 的 条 
件 基 随便 取 定 一 个 实数 dd.0 过 ad 之 1, 点 集 4 一 {P1g 二 re 委 
d",PEA}(Cm 二 1,2,"…) 的 外 容量 位 势 Z (可 以 相对 于 吾 的 任意 
一 个 固定 的 子 开 球 , 当 2 一 2 时 可 以 是 Wiener 外 容量 位 势 ) 满 足 


SU (0,) < ooo. (4. 4. 10) 
证 明 充分 性 ”假定 (4.4.10) 上 成立, 那么 当 正 整数 NN 充分 大 
的 时 候 ， 
St CQ,) < 1 


可 是 2 CU"(P) 在 U 4 里 至 多 除 一 个 零 容 集 外 不 比 1 小. 因此 由 


定义 , UU 4。 在 Gu 疯 , 因此 4 也 在 Q。 瘦 
必要 性 ”假定 4 在 瘦 ,要 证 明 (4.4,10) 成 立 , 只 用 证 明 对 
某 一 个 正 整数 ;下列 式 子 成 立 ， 


ZU (CQ oo DOU (lo) < cp， 
=|1 | 


wo {4d. 4. 11» 
DU (Qo < co 
现在 证 明 (4. 4. 11) 的 第 一 式 成 立 . 
首先 ,存在 一 个 正 整数 六 使 4 = 4 的 外 容量 位 势 "在 
Q, 小 于 1, 也 就 是 和 
te = PDQ) <1 (4.4.12) 


丰 


183 


我 们 来 比较 (4. 4. 11) 的 第 一 式 和 (4, 4. 12) 里 的 级 数 的 对 应 项 . 当 
FE” 的 维 数 >>2 时 ,对 任何 一 点 PE A， 


APY 一 [CCP 一》 | rdy Ceo) 
hy 


UP oD dT ) "rady (eo0) 


A 抽 泊 
一 Po A A) (0) — Ur MWo) }. 
C4. 4. 13» 
由 于 "在 A' 单 似乎 处 处 等 于 1, 我 们 得 到 在 A 里 似乎 处 处 有 
UP 21 (dT (Qe) 一 CQ 
因为 (Qo 过 1, 所 以 如 果 取 :充分 大 ,上 面 不 等 式 右 边 大 于 一 个 
正 数 5, 现在 嫌 * 在 A 里 似乎 处 处 等 于 1, 因 此 得 到 在 A 里 似乎 处 
处 
UI PY) > Bra(P), {4, 4, 14» 
由 于 是 A 的 外 容量 分 布 , 应 用 小 痪 原理 ( 见 定理 4. 4.6 的 证 明 ) 
得 到 
Ua Qe) > BU (Eh ). 《4. 4. 15) 
所 以 由 (4, 4, 12) 得 到 (54. 4. 11) 的 第 一 式 . (4. 4. 11) 的 其 余 各 不 等 
式 可 以 同样 证 明 . 
对 王 , 先 把 上 面 所 说 的 位 势 理 解 为 相对 于 一 个 画 盘 KKCP,，,R) 
里 的 Green 位 势 , 这 样 一 个 圆 盘 的 Green 函数 是 
GIP,Q) = log.rpa 一 jogerpre， 
这 里 户 关 于 圆周 SCP。,R) 与 PP 对 称 .因此 对 任何 位 势 U*(P)， 


UP)= |cce ,dnteo) 


一 | loger sad pCeo) 十 | og. dnleo). 


把 等 式 最 后 两 个 位 势 分 别 记 作 WIP 及 WICP). 肤 前 面 一 样 ,对 
于 任何 PEA 可 以 利用 下 列 不 等 式 ， 
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rpg 演 《1 -一 od raa 


得 到 
一 logsrre 委 一 loge(] — 4 ') — logerae. 


不 妨 假 定 d” < 六 ,于 是 所 考虑 的 距离 函数 rre < 1, 而 一 logsrr 
> 0. 因此 得 到 与 (4. 4,13) 类 似 的 不 等 式 
WY PW’ (PY — log(ll — d DOCA') — vA)) 
一 (FF (Q) 一 Wo)). 
两 边 都 添 雪 友人 (PP) ,得 到 似乎 处 处 有 
UP WY CP) 一 VCQ 一 logs( — dv C4’) 
+ log(l ~ dD (CAG) 4 WP) 
+ Wm(Q). (4.4. 16) 
对 PE A 和 似乎 处 外 CP) 二 1 交 U(Q0) ;而 WY 在 息 是 连续 
的 ,所 以 在 现在 PP 跟 外 很 接近 的 情况 下 ,不 妨 假定 Wi (P) 一 
WY (Qo) 大 于 一 个 时 了 无 关 的 正常 数 . 这 样 就 看 到 (4. 4. 16) 的 右 
端 大 于 一 个 跟 P 无 美的 正常 数 5. 于 是 得 到 (C4, 4. 14) 和 (4. 4. 15)， 
因此 由 (4. 4. 12) 推 出 C4, 4. 11)， 


对 罗 iener 外 和 容量 位 势 同 样 成 立 , 因 为 Sw (Q,)》 总 是 收 训 
的 , 由 上 面 的 证 明 得 到 
FWA) < 


由 二 1 


特别 , 当 4 是 闭 集 的 时 候 ,这 里 所 讲 的 就 是 de la Vallee 
Poussin 的 判别 法 , 它 是 从 下 面 的 Wiener 的 判别 法 来 的 . 我 们 注 
意 : 
国人 CA EU (OA A.) ， 只 人 
—1 logd rr, CA EU RD mt1) ogg 人， 天 一 2 
那么 由 定理 4.4.9 就 得 到 玉 iener 判别 法 的 下 面 形式 的 推广 ， 
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推论 2 用 定理 4. 4.9 里 的 记号 ,E" 的 子 集 在 一 点 Qu 瘦 的 充 
分 而 且 必 要 的 荣 件 是 


> Cap CAV fd ?< 0 人 2， 
| (4. 4,17) 
Sm Cap.(As) < 0, #2. 


mm 二 」 


对 E:,《4.4.17) 里 的 Cap.(Aa) 指 的 是 相对 于 一 个 开 圆 长 的 Green 
外 容量 ,或 者 Wiener 容量 . 

例 2 五 : 里 的 任何 一 个 不 止 包含 一 点 的 直线 段 工 除 了 外 点 
处 处 不 瘦 ( 点 集 4 的 外 点 即 C04) 的 内 点 ). 

事实 上 ,由 $4. 1 习题 4 知道 ,不 止 一 点 的 一 个 直线 段 不 零 
容 , 因 此 它 一 定 在 基 一 点 PEL 不 瘦 . 假定 卫 是 工 的 端点 ,那么 由 
定理 4. 4.5, 工 既然 在 它 的 一 个 端点 不 瘦 ,任何 一 个 不 止 一 点 的 站 
线段 也 这 样 . 所 以 工 的 任何 一 个 不 止 一 点 的 子 线 段 在 自己 的 端点 
不 瘦 . 工 上 所 有 的 点 都 是 一 个 不 止 一 点 的 子 线 绒 的 端点 ,所 以 工 
在 上 所 有 的 点 不 瘦 . 同 梓 ,假定 已 是 工 的 相对 内 点 ,那么 工 被 书 
分 成 两 个 以 了 为 公共 端点 的 子 线段 . 由 定理 4 4. 1, 至 少 一 个 子 线 
段 在 P 不 冲 . 这样 又 得 到 一 个 在 端点 不 瘦 的 直线 段 ,因此 又 跟 上 
面 一 样 推出 ;一 个 不 止 一 点 的 直线 段 在 它 的 每 一 点 都 不 瘦 . 

定理 4.4. 10 E: 的 子 集 4 如 果 和 在 一 点 了 瘦 , 那 么 一 定 存 在 
一 列 收 人 鳃 于 0 的 正 数 {xr,} ,使 每 个 圆周 SCP,r,) 与 A 不 相交 . 

证 明 ”假如 不 然 ,一 定 存在 一 个 正 数 a 使 所 有 的 圆周 SCP,r) 
CEr<a) 都 与 4 相交 . 从 P 作 SCP,a) 的 一 条 半径 PQ. 作 一 个 映 
射 把 SCP,r) 里 的 所 有 的 点 都 映 到 SCP,r) 跟 PG 的 交点 ; 这 是 一 个 
连续 映射 满足 定理 4. 4.5 的 甘于 映射 了 的 假设 .在 这 个 爱 射 下 ， 
(A 站 MKCP,a))U{P} 的 像 就 是 PQ. 4 在 P 瘦 , 那 必定 PQ 在 P 也 
瘦 , 而 这 是 不 可 能 的 . 1 

特别 ,由 这 事实 得 到 下 列 结论 : 
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《ly EF? 的 子 集 4 如 果 在 一 点 -PEA 瘦 , 那 么 4 的 包含 PP 的 
成 分 (最 大 的 连通 子 集 ) 只 能 是 {P)}. 

(2) EE 的 零 窜 子 集 一 是 全 不 连通 . 

注意 :(1), (2) 的 道 一 般 不 成 立 , 比方 著名 的 Cantor 三 分 点 集 
是 全 不 连通 的 闭 集 , 它 非 但 不 零 容 而 且 除 了 外 点 它 到 处 不 瘦 , 关于 
这 一 点 我 们 下 面 就 来 说 明 . 

例 3 在 严 里 ,我 们 令 SS 一 [0,1].S, 一 SNC173,273)，9: 一 
SN 2A3DN7A32 8737 一 般 SS 是 从 So 的 每 个 成 分 闭 
区 闻 去 掉 正 中 三 分 之 一 长 度 的 区 亲 后 所 番 的 部 分 ,那么 5 一 5 门 
Sa 门 …, 叫 做 Canter 三 分 集 . 事实 上 ， 

S 一 | 名 a. 一 0 或 者 2). 


S 在 E 的 Lebesgue 测度 下 是 零 集 ,但 是 我 们 可 以 证 明 ; 作 为 
E? 的 于 集 ,S 不 零 容 . 

作 正 测度 pm, 总 质量 等 于 1, 支柱 包含 在 5S 里 ,并 且 相 对 于 
五 的 Lebesgue 测度 在 S$S, 上 的 限制 , 它 的 密度 是 常数 . 当 mm 一 oo 
时 ,yo 泛 收 人 钱 于 一 个 测度 pg. 

把 包含 5 的 这 个 EF 取 作 EE’ 的 坐标 轴 , 这 个 EF' 的 原点 就 作为 
EF 的 原点 O, 把 Si 的 最 后 一 个 成 分 闭 区 间 记 作 详 ,把 So\Z 的 最 
后 一 个 成 分 团 区 间 记 作 了- 一般 表示 So ND M1 的 最 后 一 
个 成 分 闭 区 间 , 那么 SMO} 生 UT,p(1.) 一 1/2” ,并且 I 到 
原点 口 的 用 离 是 4 一 273". 因此 


U#(O) = > | log. 二 duer) < > log. pT.) 


一 2 六 log, 了 < 2 log. 2” 
= 2 10g.3. 
现在 利用 这 事实 来 估计 Us 在 S 里 的 数 秆 .把 5 关于 O 的 对 称 像 
记 作 全,p 的 对 称 像 记 作 记 , 那 么 U* "显然 在 O 取 家 大 值 . 所 以 
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UP) UECO) 十 [CO) < 4 log.3. 


p 十 疡 的 总 质量 是 2, 所 以 SUS 的 对 数 导体 位 势 在 SUS 里 小 于 
2 log.3. 因此 S U 的 对 数 容量 大 于 


— Zlog.3 1 
已 = 字 > 赔 , 


因此 ,9 和 沪 至 少 有 一 个 不 零 容 .但 是 S 和 总 的 对 数 容 量 相 等 ,所 
以 5 不 零 容 . 

汰 此 ,5 一定 在 某 一 点 了 PES 不 瘦 . 同 例 2 一样 ,利用 放大 及 
对 称 移动 等 等 变换 知道 § 在 每 一 点 PES 都 不 瘦 . 

上 而 说 明了 着 及 外 容量 的 概念 的 关系 . 对 内 容量 也 可 以 建立 
类 似 的 理论 . 

定义 2 假定 4SEF,QEEF,AU {QQ@} 的 任何 一 个 紧 致 子 集 都 
在 妨 瘦 ,那么 说 4 在 入 是 内 站 的 ,而 CC4)? 在 驴 是 外 了 肥 的 . 

把 定理 4. 4.2 同 这 里 的 定义 2 对 照 一 下 ,我 们 可 以 把 定义 1 
中 的 到 和 首 分 别 叫 做 内 肥 和 外 瘦 . 外 瘦 比 内 瘦 强 ,内 肥 比 外 肥 强 . 

内 瘦 归 内 容量 位 势 有 像 定理 4. 4.6 那样 的 关系 . 

定理 4. 4. 11 4 忆 EF" 在 一 点 QE E" 内 瘦 的 充分 而 且 必 要 的 
条 件 是 急 有 贫 域 五 使 A 间 局 的 内 容量 位 势 在 久 小 于 1. 

证 明 充分 性 假定 条 件 成 立 ,那么 4U {QQ@} 的 任何 一 个 紧 
致 子 集 与 品 的 交集 的 容量 位 势 在 旬 小 于 1, 因 此 在 QQ@ 瘦 .内 此 ,4 


在 久 内 瘦 . 
必要 性 ”假定 条 件 不 成 芯 ,那么 时 推论 2 一 样 得 到 
3 Capi (A fd" "7 = oo, n> 2, 
”二 《4 . 4.18) 
了 (ap 4 一 oO, HH 2， 


1 


[| 


这 里 Cap; 表示 内 容量 . 取 4 的 紧 致 子 集 B。, 使 Cap(B。) 之 
冯 Cap,(4n) ,那么 天 = {Q} U UB 是 4 U {Q} 的 紧 致 子 集 ， 而 
是 
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Y， Cap(B。) fd"”"-? 一 cc， 开 2， 
1 


> m Cap(B。) 一 oo, 3 一 2. 
由 推论 2 得 到 下 在 @ 不 盖 , 因 此 ,A4 在 QQ 不 内 将 ， 旧 
址 外 还 可 以 证 明 最 定理 4.4.1 类 似 的 事实 . 
定理 4. 4. 12 如 果 4ACF' 在 一 点 @@EE 内 症 , 那 么 4 的 和 任 
何 一 个 子 集 在 @ 都 内 瘦 . 如 果 可 的 有 限 个 子 和 集 B1,… ,BB 都 在 同 
一 点 EF" 内 瘦 , 那 么 克 4=B.U… UB 在 @ 也 内 瘦 . 
证 明 定理 前 灶 部 分 很 明显, 只 用 证 明 后 半 部 分 . 假定 4 在 
忆 不 内 瘦 , 那 么 (4, 4. 1 他 成 立 .` 可 是 
Cap,(A.) A 3 CapitAs 门 B,), 


7 一 1 


所 以 


上 和 居 ， 
> >) Capi(AsNNB) fd — oo, n>2, 


ji 二] mm 二] 


3 ee . 
pa Dm CapitA.l\B;) = oo 5 一 2. 


# 一 1 二 一 | 


yy Cap.CA. NB,) /are = 0， > 2， 


Si CapiCA.MNB)) 一 cc， 7 一 也， 
因此 吾 在 妨 不 内 瘦 . 这 跟 假 设 是 政 盾 的 . | 
习 题 


1. 模仿 定理 4. 4. 3, 建 立 点 集 在 一 点 肥 的 一 个 必要 条 件 . 由 
此 说 明 ; 如 果 一 个 点 集 在 某 一 点 瘦 的 话 , 一 定 不 肥 ; 肥 的 话 , 一 十 不 
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瘦 ; 但 是 婚 不 瘦 丸 不 肥 的 情形 是 存在 的 . 

2， 证 明 E? 中 的 一 个 平面 闭 三 角形 或 者 困 回 盘 4 在 每 一 点 
PE A 不 瘦 . 

3， 对 内 瘦 建 立 类 似 于 定理 4. 4. 5,4,4.7,4. 4. 8,4. 4.9 的 定 
理 . 

4 假定 4SCE",QE 捅 ,Q@ 有 分 域 品 使 A 站 MD 可 定 容 , 那 么 4 
在 包 内 瘦 跟 和 4 在 已 章 等 价 . 

5。 恨 定 4 是 至 ' 的 一 个 团子 集 ， 那么 在 一 点 QE (4)， BiA) 
在 已 瘦 与 CC4) 在 已 瘦 等 价 . 


§ 4.5 细 ( 肥 ) 拓 扑 


假定 4 生 FE" ,CA) 在 每 一 点 QE 4 痢 瘦 ,那么 说 4 是 一 个 细 
开 集 (或 者 肥 集 ). 

由 4.4 的 理论 知道 开 集 一 定 是 细 开 集 . 因此 ,E" 和 空 集 都 是 
细 开 集 . 此 外 ,由 定理 4. 4.1 还 知道 有 限 个 或 者 无 限 个 细 开 集 的 和 
集 是 细 开 集 , 有 限 个 细 开 集 的 交集 是 细 开 集 , 因此 纯 开 集 全 体 组 成 
EB" 上 的 一 个 拓扑 ; 叫 散 疡 上 的 鳃 拓扑 (或 者 肥 拓 盾 》. 这 个 拓扑 
显然 出 通常 拓扑 绍 . 

在 这 个 细 拓 扑 下 ,极限 、 连 续 等 等 名 称 有 时 另外 添上 一 个 细 
《 肥 ) 字 ,说 成 网 极限 . 细 连 续 等 等 ,以 免 与 通常 的 意义 混 清 . 

大 家 知道 ,上 二 调和 函数 或 者 位 势 在 通常 拓扑 下 都 不 一 定 连 
续 , 但 是 我 们 可 以 证 明 

定理 4. 5. 1(H. Cartan》 "上 的 细 拓 扑 是 使 所 有 的 上 调和 
函数 都 处 处 连续 的 最 粗 的 拓扑 . 

证 明 先 证 明细 拓扑 使 任何 一 个 上 调和 和 天数 " 处 处 连续 . 为 


也 H.Cartan 首创 了 这 个 概念 .并且 取 了 细 拓 扑 这 个 各 字 - 不 过 近来 拓扑 粗细 的 
说 法 意义 非常 广 斌 ,把 这 里 这 个 特殊 的 拓扑 另 叫 * 权 拓扑 "更 恰当 一 些 . 
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了 这 个 目的 ,只 要 证 明 对 任何 实数 a 及 5,a< 达 5 ,下 列 点 集 都 是 风 
开 集 ， . 


1 . 


A = {Pla < vpP) < b), 
A, = iPla < vCP) + co}, 
A;= :P| mvP) oi, 
因为 v 下 尘 连 续 , 所 以 A; 是 通常 开 集 ,所 以 4; 是 细 开 集 ， 
再 证 明 4: 是 细 开 集 . 我 们 只 要 证 明 C(tA;}) 在 每 一 点 PE A， 
瘦 好 了 , 邵 果 户 不 是 C04,) 的 通常 聚 点 , 那 必 CLA,) 当 然 在 忆 瘦 ; 
如 虹 忆 是 C04,) 的 通常 诊 点 , 奢 么 由 于 vw 守 5 在 C4,) 里 成 立 , 我 
们 得 到 


lim vO lm 人 > 了 PP) 


CA QP CiADSOeP 
因此 ,CCAs) 在 P 瘦 . 

由 于 41 一 4s 门 4,,; 因 此 4, 也 是 细 开 集 . 

再 证 明细 拓扑 是 使 所 有 的 上 调和 函数 都 连续 的 最 粗 的 拓扑 . 
假定 人 也 是 一 个 拓扑 ,使 所 有 的 上 调和 盖 数 都 连续 . 属于 了 的 点 
集 称 为 了 开 集 .那么 可 证 明 的 就 是 ; 细 开 集 一 定 是 工 开 集 . 

首先 ,任何 一 个 开 球 下 (Qo,r) 一 定 是 械 开 集 ,因为 

天 (Qur) = eic (P) > { 1? "” 、 
— logr, n= 2 

其 次 ,假定 4 是 一 个 细 开 集 ,那么 可 以 把 4 里 的 点 分 成 两 类 ， 
第 一 类 不 是 C0A) 的 聚 点 以 及 第 二 类 是 CCA) 的 聚 点 但 也 是 CCA) 
瘦 的 地 方 . 第 一 类 点 是 4 的 通常 的 内 点 ,因此 有 一 个 通常 的 邻 域 
包含 在 4 里 . 对 每 个 第 二 类 点 Q@,, 存 在 一 个 正 测 度 ,使 

lim UP) > Ur*(Q,). 


CA) Pi, 
因此 有 一 个 开 球 下 ( 太 ,7 ,使 
CP UM) te PEK YMCAY. 


所 以 点 集 
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D= {P| — oo<UAP) ZURQ) + NK(Q ,rE A. 
已 经 说 过 , 开 球 天 (Qu,r) 是 下 开 集 . 同 时 ,由 于 "在 了 下 处 处 连 
续 , 所 以 { 雪 | 一 ce 挟 [CPP 一 DG 十 引 也 是 了 开 集 .因此 , 也 
必须 是 了 开 集 . 这 说 明 每 个 第 二 类 点 也 一 定 有 一 个 了 邻 焉 包 全 在 
4 里 ， 

通常 的 邻 域 当 然 是 了 邻 域 ,因此 无 论 是 4 里 第 一 或 第 二 类 点 
都 是 4 的 工 内 点 ,因此 A 是 了 T 开 集 . 

从 定理 的 证 明 还 得 到 
”推论 1 FF" 上 的 细 拓 扑 是 具有 下 列 性 质 的 最 粗 的 拓扑 :使 在 
EF"' 的 有 界 子 区 域 ( 通 常 的 ?里 定 久 的 有 限 正 上 调和 随 数 在 它 的 定 
义 域 里 处 处 连续 . 

证 明细 拓扑 当然 使 所 有 这 种 上 调和 范 数 处 处 连续 . 要 证 明 
它 是 最 粗 的 ,只 要 注意 在 定理 4. 5. 1 的 情况 下 ,证 明细 拓扑 最 粗 
时 ,只 用 到 在 一 点 的 通常 邻 域 中 的 一 个 正 上 调和 函数 ,并 且 所 提 到 
的 UeCP} 可 议 用 有 限 的 Ue.x (PP) 代替 ， 

定理 4. 5.2 EF 的 子 集 4 在 一 点 &, 瘦 的 充分 而 且 必 要 的 条 
件 是 Q&, 是 4 的 细 孤 区 点 或 者 细 外 点 ， 

证 明 假定 4 在 &, 瘦 ,如果 QoE4, 那 么 天 (Grid 站 
尺 (Qo fo} 或 尺 (QoyrNAU {QQ.}) 是 Qo 的 一 个 细 邻 域 . 可 是 
它 跟 4 的 交集 是 {@,。} ,所 以 和 是 4 的 细 扳 立 点 .如 果 久 和 4, 那 
么 所 说 的 这 邻 域 跟 4 不 相交 ,因此 BQ 是 4 的 细 外 点 ， 

上 友 过 来 ,假定 @, 是 4 的 组 孤立 点 或 者 细 外 点 ,那么 当然 4 在 
吕 瘦 ， | 

由 定理 4. 5.2 可 以 看 到 Lebesgue 刺 去 掉 顶 尖 那 一 点 以 后 剩 
下 的 部 分 仍旧 是 网 闭 集 ,Lebesgue 刺 的 余 集 再 添上 顶尖 那 一 点 后 
仍旧 是 细 开 集 . 一 般 ,一 个 开 集 添上 它 的 一 个 不 正则 边界 点 以 后 仍 
晶 是 细 开 集 , 关于 不 正则 边界 点 参考 8 5.1. 还 有 ,一 个 点 集 零 容 的 
充分 而 且 必 要 的 条 忻 是 它 是 细 孤 立 点 上 集 . 所 以 假定 { 已 。} 是 一 个 点 
列 收 合 于 一 点 ;那么 因为 {P, | =I, 2 } U 1Qo} 是 零 容 的 ,QQ。 
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也 是 {Ps lm 一 1,2,……} UL (Qo} 的 细 弧 了 并 点 ,尽管 它 是 {P,1m 二 1,2， 
…}) 18Qo} 的 通常 的 聚 点 . 因此 ,在 细 拓 扑 下 是 没有 收 钱 点 列 的 . 

我 们 要 特别 谈 一 谈 一 个 卫 歼 的 细 极 限 与 通常 极限 的 关系 . 假 
定 & 是 ACE" 的 一 个 细 聚 点 (就 是 假定 4 在 & 不 瘦 ), 六 是 定义 
在 有 A 里 的 实 冰 数 .那么 由 本 节 开 头 的 一 般 定义 知道 ,f 在 &% 的 细 
极限 等 于 at 可 能 是 十 oo) 的 意思 是 随便 指定 a 的 一 个 邻 江 D,Q, 
总 有 一 个 细 邻 域 了 使 

FF 门 4NGQo SED. 
把 地 在 名 的 细 极 限 记 作 glim 六 不 注 明 ?表示 通常 的 极 腿 . 


定理 4.5.3 假定 Q 是 AEESF' 的 一 个 细 萌 点 ,了 是 在 4 里 定 
尽 的 一 个 实 医 数 ,又 假定 
plim ft(P) 一 a, 


| PA. 


那么 局 有 一 个 细 邻 域 V 使 
lim fCP}=a. 


成 作 下 总 Pr 

证 明 取 a 在 如 中 的 一 列 单调 万 小 的 邻 域 {D,} ,使 门 马 ,二 

ta}, 那么 由 假设 ,Q。 有 一 列 单调 减 小 的 细 邻 域 {7。) ,使 
7 站 ANIG ED,. 

由 于 每 个 Vi, 是 Q& 的 一 个 细 邻 域 ,CCVY。) 在 名, 瘦 . 如 果 每 个 
Cv) 都 不 以 @, 为 聚 点 ,那么 ru 是 通常 的 邻 域 ,于 是 了 就 在 通常 
的 意义 下 在 Q@。 以 为 极限 值 ,定理 4. 5. 3 的 结论 成 立 . 如 果 有 一 
个 CC 以久 为 聚 点 ,于 是 CO。D CC … 都 以 名, 为 窜 
点 ,四 为 CCV。) 是 单调 增加 的 . 因此 不 妨 假 定 所 有 的 CCV。) 都 以 
QQ, 为 聚 点 ,于 是 对 每 个 普 , 存 在 一 个 正 测度 的 位 势 0 满足 

lim DCP) 一 ceo，0<Dm(Q 一 ce，(45,1) 


CT )? Pro, 


取 充 分 小 的 正 数 an ,使 
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SanU'™ (to) < Oo, | 
时 一 1】 


那么 UU 一 2oU” 是 一 个 不 恒 等 于 oo 的 正 测度 位 势 . 现在 令 
F= [fdPlaU™P) > m} nc) 


[让 


由 于 (4. 5. 1) 成 立 , 对 每 个 mw 存在 一 个 天 (Qsrm) 使 . 
天 (eu 和 ro) MN COVW) 三 (la PY > m} NN COY). 
(4.5, 2) 


由 此 ;由 QoE (KCQosr) 门 CVD)’ 知道 QE CPlaU" CP)> 
my) 门人 (因此 名 oo 和 天 .但 因为 外 和 CT 所 以 Qo 站 


我 们 要 证 明 
lim UDP) 一 十 ec. (4.5. 3) 


F3 Pi, 


事实 上 ,随便 取 好 一 个 正 数 5, 取 正 整数 NN 使 N 和 Eb 过 NN 十 1, 然后 


把 二 写 成 
FF=F UF UU Fy Fy 


其 中 
F = {PlaU™ (PP > m} NN CY YJ, mAN, 


Fur = (PlaU™ PY > m} MN CCV)). 


mM 


那么 当 ms 时 ,下 守 CV) 所 以 由 (4.5.1) 知 道 对 每 个 mr 所 NN， 


to 有 一 个 邻 域 Ws 使 
UP aU™ PI PEW, 门下 Go 


令 仿 二 门 W。，, 那么 
UP)>6, PEWN{ UE,)\Q,). 


此 让, 可 果 PEFrris 那 妈 一 定 存 在 一 个 mr>N, 俩 
UP a Pm N+1l>b. 
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由 于 久 NFMQo} ETWn( UP U Fwsi\MQo)， 所 以 得 到 
UP)>6, PEWANF{eQ,}. 
因此 , (4. 5.3) 成 江 . 
由 于 (4, 5. 3) 成 立 ,F 在 @Qs 是 瘦 的 ,因此 CCF) 一 V 是 忆 的 一 
个 细 邻 域 . 现在 证 明 这 个 站 满足 定理 4 5. 3 的 要 求 . 
事实 上 由 (4. 5.2) 知 道 
V= CF)=C{ [PlaU AP) > m}f CV ))) 


= CUPlasV® (P) > m} 站 Cn) 
三 (CK rm) (CO)) 


= [1 CK ra) UTY。)， 


因此 ,对 任何 一 个 22 von 有 邻 域 Kw, srm) ;使 
EK (ev :Tm (NYA\Q,} ) 


EfK Qs) N (NCEK GQ UV mA4NMGo)) 


fCKQ ra) CK rN UV) 站 LNQ) 
= /KOQ ION VN AOD SED. | 
细 招 扑 的 概念 是 H. Cartan 首创 的 ,他 把 细 招 扑 当 作 使 所 有 
上 调和 各 育 数 外 处 连续 的 最 粗 的 拓扑 来 定义 . 关于 细 极 限 的 定理 
4. 5. 3 也 是 他 发 现 的 . Doob (1960) 把 这 定理 的 结果 推广 到 上 下 极 
限 . 
从 外 肥 的 概念 也 可 以 类 似 地 得 到 一 个 拓扑 ,可 以 称 为 外 肥 拓 
扑 . 对 外 肥 和 外 肥 拓 扑 将 另 诡 详 细 论 述 ,这 里 不 多 谈 . 
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第 五 章 “Dirichlet 问题 ,扫除 法 的 推广 
§ 5.1 Dirichlet 问题 及 正则 边界 点 


我 们 要 证 明 下 面 的 定理 ， 

定理 5.1. 1(Wiener-de la Vallée Poussin) 假定 总 是 克 的 
一 个 有 界 开 子 集 ,了 是 一 个 定义 在 BC(2) 上 的 连续 荡 数 , 奢 乏 存在 
一 个 唯一 的 在 上 里 有 界 并 且 调 和 的 放 数 ,似乎 处 处 以 下 为 边界 
值 . 此 外 ， 


wu(P) = | ,fan PEen, C5.1.1) 


fr 表示 分 布 在 BO 上 以 PP 为 极 的 0 的 调和 测度 ， 

证 明 ”首先 ,由 $ 4. 3 极 大 值 原理 知道 ,如 果 所 说 的 这 种 函数 
w 存在 ;那么 显然 是 唯一 的 . 因此 只 要 证 明 (5. 1.1) 式 右 端 的 积分 
具有 所 说 的 性 质 ， 

用 {on} 表 示 一 列 能 量 有 限 的 位 势 在 召 ( 们 上 一 致 收 伍 于 7( 南 
于 了 可 以 延 拓 为 一 个 支柱 紧 致 的 全 空间 的 连续 阴 数 ), 那 么 由 
§ 3.4, 下 列 函 数 在 0 里 有 界 调和 并 且 似 乎 处 处 以 we 为 边界 值 ; 


wlP) 一 J 
因为 we 一 致 疏 伍 ,所 以 由 有 4 3 知道 ,ze 在 刘 一 致 收敛 于 一 个 有 
界 调和 菏 数 2. 由 sw 的 定义 知道 
a(P) 一 limuntP) 一 lim jdz = |far. 
再 来 证 明 似乎 处 处 以 了 为 边界 值 . 因为 每 个 ww 似乎 处 处 以 


vm 为 边界 值 , 又 因为 可 列 个 零 容 集 的 和 集 零 容 , 所 以 对 每 一 天 龟 
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和 BOe ,这 里 e 是 一 个 零 容 上 集 ,下 式 成 立 : 
lim wt PY) = vO 2. 


3 Pen 
现在 任意 取 定 一 点 QE BCO)e, 和 任意 取 一 个 正 数 se, 可 以 取 到 一 个 
充分 大 的 正 整数 六 ,使 

{vy (Q) — f(Q) | < /3, 
lusCP}Y — uP ee/3, PEN. 
对 这 个 六 ,又 可 以 取 到 一 个 正 数 8, 使 对 任何 一 个 到 8 的 此 离 小 于 
8 的 点 PED, 有 |uwtP} 一 wx(@) | 过 213. 因此 ， 
IaP— ff < rm<edPEen, 1 
注意 ”在 定理 5.1.1 中 ,一 个 零 容 集 除外 是 不 可 避免 的 限制 . 
比方 取 旧 为 EF 的 子 区 域 0 过 IE | 之 1; 那么 B8( 四 是 单位 圆周 |8| = 
1 及 {0} 的 和 集 . 定义 
0， 当 上 | 一 1， 


70) = fa 当 一 0， 

那么 (在 BC(Q) 上 连续 ,可 是 不 存在 汪 数 在 名 里 有 寞 调和 并 
再 处 处 以 7 为 边界 值 . 事实 上 ,很 如 xz 在 品 里 有 界 调 和 ,并 且 在 
单位 圆周 上 以 0 为 边界 值 ,那么 由 极 大 值 原理 ,w 必须 处 处 不 大 于 
0; 一 tz 也 必须 处 处 不 大 于 0, 因 此 只 能 是 xs0: 因 此 在 原点 就 不 能 
以 1 为 边界 值 了 . 

证 则 边界 点 ” 想 定 一 点 QE BD) ,对 下 人 (2 上 所 有 的 连续 函 
数 让， 


lim |fdvr = f(AQ), (5, 1. 2) 


门 怪 P= 
就 说 急 是 也 的 一 个 正则 边界 点 . 
由 于 任何 一 个 在 五 (2) 上 连续 的 函数 可 以 延 拓 为 一 个 在 全 空 
闻 连 续 并 且 支 柱 紧 致 的 函数 ,而 且 任 何 一 个 支柱 紧 致 的 连续 函数 
在 BCQ) 上 的 限制 在 BC(Q》 上 连续 ,(5. 1.2) 的 意义 就 是 对 任何 了 E 
2 ， 
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lim [fan 一 | mae 


总 3 P= 他 

所 以 得 到 

定理 5.1.2 的 有 界 开 子 集 0 的 一 个 边界 点 QQ 正则 的 充 
分 而 县 必要 的 条 件 是 当 03 P_>Q 的 时 候 , 办 浑 收 伍 于 6 

不 正则 性 事实 上 可 以 用 肥瘦 的 概念 来 说 明 . 

定理 5.1.3 Fr 的 有 界 开 子 集 吕 的 一 个 边界 点 Q, 不 正则 的 
充分 而 且 必要 的 条 件 是 CCD) 在 Q 瘦 . 

证 明 充分 性 ”假定 CO) 在 Qu 瘦 , 那 么 Qu 有 一 个 邻 域 万 
使 DNG 的 容量 位 势 Ur 在 Q, 小 于 1, 可 是 妨 在 DNO 里 似乎 处 处 
等 于 1. 所 以 当 + 充分 小 的 时 候 

1> UrQy > [Urdeo,. 


— | Urde,s ,+ | Erdeo ， 
如 0 TEN 3 


= | Udea,. + em. (C0)). 
因此 ,至 少 有 一 点 PEStQo: 让 但 旭 ,使 避 人 (PP) 所 UCQ,) 成 立 . 因 
此 ， 
LQ CP) 一 cer 一 jwd 


一 jcdy 一 | ldws 十 | 了 dz7r 
Pe ie BLN DD 
2 WD NN BUD). 


所 以 
lim vpD A BOD) EUQ) < 1. 


R33 Pr 
可 是 86,(D 门 BCD) 二 1, 所 以 当 03 P 一 Qo 的 时 候 , 办 不 浑 收敛 于 
Ec 


必要 性 如果 和 不 正则 ,那么 当 旭 守 P 一 时 ,wr 不 浑 收 做 


于 Ea 因此 Q@。 有 一 个 邻 域 局 ,使 
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lim CD) < = 已) 一 1. C5. 1. 3) 
一 
因此 ,DY 的 容量 位 势 Ur 满足 下 面 的 不 等 式 ， 
TAN) limUP)R lim UCP) 
6, 


n 字 严 一 名 


lim [IUrdy= lim |2Ydy 


D3 pel, 站 了 天 
= lim [wan = lim | zwCDNO) + | Urdy | 
03 P60, 0 3 pg, BA" hn 


由 于 (5.1.3), #7PCBCOQ)ND) 当 0 PP -> 时 上 极限 不 等 于 0, 而 
Ur 在 BCQMMD 上 小 于 1, 所 以 上 面 不 等 式 中 最 后 的 项 小 于 1; 因 
此 :CC 在 名 瘦 ， 上 

由 定理 5.1.3 得 到 

推论 1 有 界 开 子 桌 的 边界 点 正则 与 否 是 由 边界 的 局 部 性 质 
决定 的 . 

推论 2 假定 六 是 所 的 闭 子 集 , 那 么 CCK} 的 成 分 中 以 慷 为 
不 正则 边界 点 的 至 多 只 有 一 个 . 

证 明 假定 有 两 个 成 分 2 和 六 都 以 已 为 不 正则 边界 点 ; 那 
委 CODD) 和 CO) 在 @ 部 瘦 . 因此 :CCD UCCn;) 在 QQ@ 也 瘦 , 可 是 
CDD) 司 ;所 以 UCCD,)= 二 FP" 在 已 着 ,这 是 不 可 能 的 ， 1] 

由 正则 边界 点 的 定义 知道 ,Green 函数 在 正则 边界 点 必须 等 
于 0, 我 们 现在 证 明 倒 过 来 也 对 . 

定理 5.1.4 EF" 的 有 界 开 于 集 如 的 一 个 边界 点 Qs, 正则 的 充 
分 而 且 必 要 的 条 件 是 以 每 一 点 PP 捷 旧 为 极 的 Green 请 数 g (PP， 
P03 1 PQ 时 ). 

证 明 茶 件 的 必 刘 性 是 显然 的 . 要 证 明 充 分 性 ,只 要 证 明 在 条 
件 成 立 的 情况 下 ,调和 测度 7r 当 人 3 PQ 的 时 候 浑 收效 于 sa. 


因此 只 要 证 明 对 尾 何 的 PLE" 和 +r>0， 
lim JvcPoder, Ce = [Ur CPo Yden, Cer,) 


A3PF -0 
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一 Ur (Co) C5.1.4} 
成 立 就 行 了 . 

我 们 提起 注意 ,如 果 n=2, 我 们 可 以 作 下 C(O,R) 必 下, 然后 把 
记号 UW* 理解 为 相对 于 天 (OO, 玉 ) 的 Green 位 势 ,这 样 下 面 可 以 不 必 
分 别 对 >2 和» 二 2 两 种 不 同情 况 来 叙述 . 

为 了 证 明 (5. 1. 4) ,首先 注 瘟 


JUrden,., = Urivdy, 
等 号 右边 的 项 表示 er ., 扫 到 C0) 上 去 以 后 得 到 的 位 势 在 PP 的 数 
OT Ure(P). 从 而 有 
ln |Uwdeo, < lms UreP) = Um (QO). (5.1.5) 


nn 3 Pa 站 子 P+ 


现在 由 于 a lm BCP ,Po) 一 0, 我 们 得 到 区 (Po 一 Ue, (Po)， 所 


以 由 Fatou 引 理 (定理 1. 2. 10) ， 
lim JUwden, > Voder,, = Ur(Qo). (5.1.0) 


3 Pp, 
由 (5. 1.6),{5. 1.5) 得 到 (5,1.4). 1] 
定理 5.1.4 中 的 充分 条 件 还 可 以 减弱 . 事实 上 ,假定 存在 一 点 
PPE€ 和 2, 使 当 人 PQE BOD 时 ,g (P,P1)*0, 闭 么 对 任何 PE 
0, 当 抽 3 PQ 时 g(tP; 了 Pi)->0. 这 可 以 这 样 证 明 ; 取 正 数 8 充分 
小 ,使 KtP,,6)CA. 令 
好 一 max BC, Py 由 一 8 


那么 6 > 0. 然后 考虑 gCP， PD) 和 二 (这 两 个 函数 在 他 


K《P:,3) 里 一 个 上 调和 ,一 个 调和 ,而 在 从 KC(P;,5) 的 边界 上 ,前 
者 似乎 处 处 大 于 或 者 等 于 后 者 . 因此 由 极 大 值 原理 ， 


2g(P,P) Sg(P,P), PE MRRP. 


因此 
200 


一 


OS lim eg(P,P)S lm g(P,PYOSSE lim gCP,P)=0. 
3 PQ 如 . 


3 Pei, 0 Nn3 五 一 


根据 这 事实 得 到 
定理 $.1.4 FE" 的 有 界 开 子 集 的 一 个 边界 点 Qo 正则 的 充分 
而 且 必 要 的 条 件 是 存在 一 点 Pi 有 0 使 当 虽 3 PP 一 Qs 时 以 户 为 极 
的 Green 函数 g(tP,P)-*0. 
对 于 一 个 固定 点 PIEDN.; 使 gCP,Pi) 一 0 不成立 的 边界 点 全 
体 零 容 , 因 此 我 们 得 到 
定理 5. 1.5CKelloge-Evans) EF* 的 有 界 开 子 集 如 的 不 正则 
边界 点 是 零 容 的 F。 集 . 
证 明 只 要 证 明 它 是 FF, 集 好 了 ,由 于 g(P,P) 一 Ur,(P) 一 
UP (PP ED Ur (CP) 在 B(N) 上 是 连续 的 ,UCP) 在 BC0) 上 
是 下 半 连 续 的 ,所 以 gf(P,P 在 8(2) 上 是 上 半 连 续 的 ， 
假定 名 和 号 (2 不 正则 ,那么 由 上 半 连 续 性 ， 
gCQ,P) > lim g (P,P,) > 0. 
反 过 来 ;如果 Q@E BCO) 正 则 ,那么 Ur (QD) 一 Ur,(Q). 因此 就 有 
8(@, 了 PD) 一 0. 所 以 ;不 正则 点 的 全 体 就 是 
{QlgtQ PD) > 0.Q € BC) 


De 


一 人 JelgcQ,PD lm QE BOD). 


每 个 点 集 {@@1g (Q,P1) 实 1/n} 是 闭 的 ,又 BC0Q) 也 是 闭 的 ,所 以 等 
号 右边 的 符号 UU 下 的 每 个 集合 都 是 闭 的 . 因此 它们 的 和 集 是 下。 
集 . | 
定理 5.1.6 Fr' 的 一 个 闭 子 集 和 4 在 一 点 QoE BC(4A}) 不 将 的 充 
分 而 且 必 要 的 条 件 是 和 有 一 个 令 域 DD, 而 DCD 站 4) 即 D\A 里 
存在 一 个 正 的 土 调和 函 数 v 有 下 面 的 性 质 . 
lim viP)Q= 0. 《5. 1, 7) 


DA 3 总 


证 明 条件 的 必要 性 是 容易 看 出 来 的 ,因为 假定 4 在 所 不 
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搜 , 那 么 由 定理 5.1.3, 是 DA\4 的 正则 边界 点 ,因此 DA4 的 
Green 函数 在 Q, 的 边界 值 是 0, 这 个 Green 函数 就 是 一 个 所 说 的 
正 上 调和 函数 . 

现在 证 明 条 件 充 分 . 事实 上 假定 这 样 一 个 正 上 调和 函数 v 在 
在 ,我 们 可 以 取 定 一 点 妨 E CD 和 …… 个 充分 小 的 正 数 >, 把 zwCP) 
在 SCQ,r 上 的 极 小 值 记 作 zy 各 把 P4 的 以 息 为 极 的 Green 函 
数 ECP,QI 在 5 上 的 极 大 值 记 作 2, 于 是 


Fg(P,Q) uP), PE DVA\KUO,r). 
因此 , 当 PED\A 时 ， 
OS lim $e(P,Q) < lm Fg(PQ) < limv(P) = 0. 
FQ, ?ra Me 


所 以 Q@, 是 五 4 的 正则 过 办 点 ,因此 4 在 名。 不 瘦 . 

定理 5. 1.7 一 个 闭 集 4 在 一 点 Q&€B(A) 不 瘦 的 充分 而 且 
必要 的 条 件 是 Q@, 有 一 个 邻 域 万 ,在 DY 里 存在 一 个 正 的 上 调和 
函数 w 有 下面 性 质 : 


lim veh) = 0, 
DD C5. 1. 8) 


uP 0 


inf 
Pe {MAMNK tA, rp) 
其 中 2 是 任何 充分 小 的 正 数 . 这 样 的 v 称 作 DMA 在 外 的 一 个 天 
立 人 arrier)， 
证 明 条 件 的 充分 性 是 显然 前 ,只 需要 证 明 必 要 性 . 我 们 来 
看 ,如 果 4 在 Q, 不 瘦 , 那 么 Qs 是 DMA 的 正则 边界 点 .mv 关于 严 
所 五 是 下 调和 的 .用 ror 在 DN\A 的 边界 上 的 数值 所 作 的 Wiener 
解 
vtP) = |rasdyrkeo)， PED\A, 


就 是 一 个 正 的 调和 函数 满足 (5, 1, 8) 的 第 一 关系 式 . 由 于 v{ 卫 ) 袍 
rear 成 卫 ， 
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vtP) > ror = p> 0, | 


inf inf 
PE TAK LA .r) PEDA\RIQG DD 


备考 点 上 集 瘦 的 概念 是 由 不 正则 边界 点 的 研究 产生 的 . 
Poincare 首先 发 现 ,假定 用 本 的 子 区 域 如 的 边界 点 @s 当 顶 点 可 
以 做 一 个 圆 色 体 包 含 在 C(O) 里 的 话 ,那么 Q。 是 正则 的 . 后 来 ， 
Lebesgue 发 现 于 风 女 关 病 存在 是 等 价 的 , 关 阐 这 名 字 也 是 他 取 
的 - Bouligand 证 上 明 条 件 (5.1.8) 可 以 用 比较 弱 的 条 件 (5.1.7) 代 
赫 . 因此 正 删 跟 Green 函数 等 于 0 是 等 价 的 . 


$ 5.2 边界 数据 不 连续 的 情况 


假定 函数 了 的 支柱 紧 致 ,x 是 一 个 正 测 度 . 把 处 处 不 小 于 /的 
有 下 界 的 下 半 连 续 函数 的 全 体 记 作 er. 定义 


Jfan = i Jeae 


叫做 了 关于 p 的 上 积分 . 由 定义 知道 |fdx 可 以 是 十 ce 或 一 cc 又 
定义 


an 一 一 | — fdg 


叫做 了 关于 £ 的 下 积分 . 

由 定义 知道 了 关于 p 可 积分 的 充分 而 且 必 要 的 茶 件 是 了 天 
于 的 上 下 积分 相等 并 且 有 限 ( 读 者 自己 作为 习题 证 明 )， 

还 可 以 假定 上 面 这 定义 中 Cj 仅仅 包含 那些 在 了 了 的 支柱 和 产 
的 支柱 的 交集 上 定义 的 有 下 界 的 下 半 连 续 函 数 , 因 为 这 种 函数 可 
以 延 拓 成 在 全 空间 E” 上 的 有 下 界 的 下 半 连 续 荔 数 . 这 事实 由 下 面 
的 引 理 就 可 以 知道 . 

引 理 1(Baire) 如 果 一 个 函数 上 在 一 个 紧 致 集 里 有 下 界 并 且 
下 半 连 续 , 那 么 存在 一 列 在 这 紧 致 集 里 连续 的 图 数 单 调 增加 地 收 
化 于 它 . 
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这 引 理 的 证 明 可 以 从 通常 的 实 函 数论 教科 书 中 查 到 . 

现在 我 们 证 明 

定理 5.2.1 假定 了 在 "的 有 界 开 子 集 人 的 边界 BCQ) 上 定 
义 ,那么 

Hi(P) = | Arar， HP) = | a fa PED 
调和 或 者 等 于 士 cc. 万, 及 二 ; 叫做 以 了 为 边界 数据 的 上 解 及 下 
解 .如 果 瑟 / = 下 /, 即 /关于 加 可 积分 ,| 7aygo 也 记 作 HH/ 

证 明 假定 /连续 ,那么 定理 5.2.1 的 结论 由 定理 5.1. 1 可 


以 得 到 , 假定 了 上 有 下 界 并 且 下 半 连 续 , 那 么 由 引 理 1, 存 在 一 列 连 
续 函 数 {f,} ,单调 增加 地 收 和 伍 于 它 . 因此 


|mar = lim | zar 
由 于 {f/} 是 单调 增加 列 , { | dyp } 是 一 列 单 调 增加 的 调和 函 


数 . 因此 | dy 调和 或 者 恒 等 于 十 oo, 定理 5. 2. 1 的 结论 因此 成 
立 .同样 , 广 有 上 界 并 且 上 半 连 续 的 情况 也 可 以 类 似 地 证 明 . 对 一 
般 的 上 
[a 一 inf gdye, PEN,. 

因此 ,对 固定 的 一 点 PsE 0, 存 在 一 列 {g) C2/, 合 

lim [sd = | ar 
不 妨 假 定 {g。} 是 一 个 单调 减 小 列 . 不 然 的 话 , 取 g 一 inf (848:， 
…,gm) E Sr 代 埠 gr 好 了 .于 是 ||g-d7} 是 一 个 单调 碱 小 列 .由 
前 一 段 的 证 明 ,|g-dgr 调 和 或 者 便 等 于 co ,所 以 lim | sdyp 调和 或 


者 恒 等 于 土 cc， 
现在 要 证 明 对 每 一 点 PE 如 ,有 
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lim [eaw 一 | dr (5. 2. 1) 
显 扰 ,对 任何 一 点 PEE, 
lim |sar 2 ar. 
对 固定 的 P;, 由 上 面 同样 理由 ,存在 一 个 单调 三 小 列 {4} S iv 
使 
lim | gearr 一 |maw， 
显然 可 以 假定 名 所 8g 否则 用 inf(g;,gm) 代 赫 包 好 了 . 于 是 
lim | dy < lim [gd9s, PE 0. 
不 等 号 左右 是 两 个 调和 或 者 恒 等 于 土 co 的 函数 ,前 者 不 超过 后 者 ， 
但 是 在 =P 时 必须 相等 . 所 以 对 任何 P 二 者 相等 ,特别 对 已 一 
P, 如 此 . 当 了 一 P, 时 ,前 者 就 是 | /ayr ,这 说 明 (5. 2.1) 成 立 . 关 
于 | gr 的 结论 已 经 证 明 完 毕 . 
由 于 | ay 一 一 上 一 fd, 定理 的 结论 自然 成 立 ， 


由 定理 5. 2.1 得 到 调和 测度 的 下 列 量 要 性 质 . 
定理 5.2.2 假定 如 是 Fr 的 一 个 有 界 开 子 集 ,ACSBCO), 那 
这 站 的 内 、 人 奸 调 和 测度 


Vi | Xadz7r， FFA 一 | zsar 


关于 EQ 是 调和 的 ,并 且 
0 和 J]， 0 过 玉 A} 所 1]， PEN:; 
进一步 当 外 是 正则 边界 点 的 时 候 , 用 ?ztA) 表示 内 或 外 调和 测 


度 ; 则 
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四 1， 当 急 是 和 相对 于 吾 ( 且 ) 的 内 点 ， 
lim 7r(4) 一 
mar 0， 当 忆 是 4 相对 于 B09) 的 外 点 . 
证 明 73c(4) 的 调和 性 是 定理 5. 2. 1 的 直接 推论 , 它们 满足 
上 述 不 等 式 是 因为 调和 测度 的 总 质量 等 于 1. 至 于 最 后 的 边界 性 
质 那 是 由 定理 5. 1.2 和 浑 收 钱 的 性 质 得 到 的 . 】 
推论 1 和 假定 名 是 FF 的 一 个 有 界 开 子 集 ,A4 导 B80) ,存在 一 
点 PoE 只 ,使 2 54) 一 0 (或 者 部 (4) 二 0), 那 么 
YtA) =0, PEN (或 大 (4) = 0, PE DN), 
证 明 ”对 调和 函数 ?r(4) 应 用 极 小 值 原理 ， 上 
定理 5.2.3 假定 了 是 在 2" 的 有 界 开 子 集 吕 的 边界 BC(02) 上 
定义 的 函数 ,@ 是 中 的 正则 边界 点 ,在 妨 的 任何 一 个 相对 于 BC02) 
的 邻 域 以 外 ,了 关于 调和 测度 几乎 有 上 界 山 ,那么 
im HAP lim fy. {5. 2. 2) 


入 Pr BIN 与 加 "一 各 


证 明 因 吾 i(P) = | /ayr, 任意 取 名 的 一 个 相对 于 BCD) 的 
邻 域 W， 
HF) | fa 十 | /ay 
当 PQ@ 时 ,jrCBOD\W) 一 90, 而 是 几乎 有 上 界 的 ,所 以 右边 第 
一 项 的 上 极限 韭 下 .此 外 
| ay Sup /CO }， 


因此 
limH AP) < Sup 上 
无 限 缩 小 W 的 直径 ,可 得 到 (5.2.2). | 
”把 定理 5. 2, 3 的 假设 中 的 上 界 换 作 下 界 , 把 (5. 2.2) 中 所 有 


D 就 是 除去 一 个 调和 测度 下 的 罕 集 以 后 ,在 所 余 的 集合 上 ,/ 有 工 田 - 
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“上 横 线 ?改作 * 下 横 线 ", 并 且 把 不 等 导 反 向 ,就 得 到 相应 的 另 一 个 
结论 了 了， 


8 5.3 Brelot 关于 “二 本 性 ”的 理论 


定理 5. 2, 3 并 不 能 用 边界 行为 充分 地 说 明 互 y 和 站 7 的 特点 ， 
而 作为 边界 值 问 题 的 一 般 理 论 , 这 样 的 说 明 是 应 该 有 的 .下面 介绍 
Brelot 对 这 个 向 题 的 说 法 . 不 过 由 于 我 们 所 采用 的 逻辑 系统 ,我 们 
做 的 证 明 跟 Brelot 本 人 的 不 一 样 ,这 种 差异 的 本 质 以 后 再 谈 . 
假定 吕 是 殖 的 一 个 有 界 开 子 集 , 了 在 瑟 (2) 上 定义 .用 于 或 
,表示 十 吕 和 那些 在 名 里 上 调和 各 ,有 下 界 、 并 且 满 足下 面条 件 的 
函数 x 的 全 悼 :对 号 的 每 一 个 正则 边界 点 总 ， 
lim uP) FQ). 


nN 3 FaQE BOD 
假定 一 名 _ jy, 就 说 ww E Yi/ 或 4. 
定理 5.3.1 
BHP} = in{f ulP), HP = supautP}, PPE. 
EE 站 


为 了 证 明定 理 5. 3. 1 ,需要 下 面 的 引 理 . 
引 理 1 假定 x 在 吾 ' 的 一 个 开 集 五 (不 一 年 有 界 ) 中 定妆 . 令 


[| 
那么 QQ) 下 半 连 续 . 
证 明 ”任意 取 一 点 Q@, EB0D) ,存在 一 个 收 侣 于 ,的 点 列 

{BQ } 三 BCD) ,使 

iim/ = lm AQ). 

Te sD} 各 站 
由 .六 人 的 定义 知道 ,对 任意 取 定 的 正 数 se 存在 已 .Erra < 挟 
lr， 并且 (Ps) 之 AB 十 5. 所 以 
im f= limf (0,) > limulP,) 一 上 


BHY FA ra 


lim 
DP.-r 


宕 lim nu(P)— Ee= /(Q) — &. 


五 子 PO 
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se 是 任意 的 正 数 ,所 以 la QI) 之-Q) | 


定理 $. 3.1 的 证 明 如 果子 是 连续 则 ,那么 五 € 十,, Hy EE 
至 /因此 这 定理 的 结论 成 立 . 假定 了 上 有 下 界 并 且 下 半 连 续 , 那 么 由 
定理 5.2.3,Hj € 和 ， 所 以 
Hi infu. (5. 3. 1) 
另 一 方面 ,存在 一 列 单调 增加 的 连续 函数 gtP) 收 证 于 六 于 
是 由 Lebesgue 收 襄 定理 ， 


Hr 一 limH., . 
因 HE€ 刘 。 三 更 /所 以 
Hs & supu < inf &， 5. 3, 2) 


由 (5. 3. 1} 和 和 5, 3. 2) 得 到 定理 的 结论 ， 

现在 假定 了 上 是 任意 的 . 由 定理 5.2.1 的 证 明知 道 存 在 一 列 单 
调 减 小 的 耳 数 六 E 家 ,使 

Hr 一 lim 如 . 
出 前 一 段 定 理 证 明知 道 , 于/ € 外 夺 鲁 /, 所 以 得 到 
百 , 六 inf ud. (53. 3.3) 
个 志 亡 吊 / 使 
inf wu (Po) > uCP,) 一 所 


v《P) 在 正则 边界 点 的 下 极限 不 小 于 /. 由 定理 4. 3. 1 存在 一 个 正 
的 上 调和 函数 w 在 每 个 不 正则 点 等 于 十 而 在 如 里 处 处 有 限 . 因 
此 取 充分 小 的 正 数 p, 又 定义 上 调和 函数 ,二 v 十 pw, 那 么 

in uPo) > vw (Pe) — &. C5. 3. 4) 


而 且 由 于 的 性 质 ， 对 任何 一 个 边界 点 总 ,下 式 成 芯 : 
DO 一 im anP) 关 了 GT7. 


因此 vi E 2j; 因 此 HH 之 Hi 根据 前 面 关于 下 半 连 续 函 数 的 情 沈 
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的 结论 ,如 ,二 infv 且 显然 EB. 因此 之 及 ,， 特别 是 
(Po 六 五 (Po 2 Hr(Po). 《号 , 3. 5) 
由 (55. 3.4) 和 (5. 3. 5) 可 得 到 
inf x(Po) > Hi(Po) —&. 
在 Py : 
Po 和 可 以 任意 取 , 所 以 得 到 
inf x > FH,. 《5. 3. 6) 


aE 中 


由 (5. 3. 3) 和 (5. 3. 6) 得 到 
Hr 一 int 天 。 
于 是 由 定义 又 得 到 
于 ;一 supu. | 
利用 上 曾 证 明 中 辅助 函数 w 的 想法 ,实际 上 我 们 证 明了 下 面 
的 事实 .假定 用 仿 表 示 具 备 下 面条 件 的 函数 的 全 体 ，; 
《1) 5 在 从 里 上 调和 并 且 有 下 界 ， 
(2) 对 每 一 点 QE BD), lim utP) 之 fi(Q). 
3 PP. 


Lr 
如 果 一 人 呈 jy; 就 说 a Wy. 
从 上 面 定 理 5. 3. 1 的 证 明 中 看 到 


in = infaw', 
* 民 机 1 zi 入 本 


因此 得 到 
定理 $. 3. 2(Brelot) 对 一 个 在 FF 的 有 界 开 子 集 的 边界 上 定 
五 ， = ipjm， Hr 一 sup tt. 

按照 Brelot 的 说 法 ,如果 一 ce 过 inf w= sup 2 < cc， 那么 
说 广 是 干脆 的 (Cresolutive). 

由 定理 5. 3.1 得 到 

推论 1 一 个 在 束 的 有 界 开 子 集 如 的 边界 BCQ) 上 和 穴 义 的 洛 
数 了 干脆 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 关于 BO) 的 调和 测度 pp(PE 
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旭 ) 可 积分 . 
由 Nikodym 和 定理, 椎 论 1 中 的 充分 杀人 御 可 以 改 为 “在 在 一 点 
PE nf 关于 Yr 可 积分 *. 


习 题 


证 明 ; 恕 时 在 有 界 开 集 吕 里 有 界 调和 ,由 
tm x(P) 一 CQ) 


3 P rRE FIN) 


似乎 处 处 存在 :那么 =HHj. 
$ 5. 4 ”关于 调和 测度 下 的 零 集 


利用 前 面 的 理论 可 以 加 强 航 大 值 党 理 和 Wiener 解 的 唯一 性 
定理 等 等 
定理 5.4.1 假定 一 个 晒 数 zx 在 殖 ' 的 有 界 开 子 集 吕 里 下 调 
和 和 而且 有 上 界 , 互 是 瑟 (2 的 一 个 零 内 调和 测度 的 子 集 . 如 果 存 在 
常数 轩 姜 对 每 一 点 QE BD)N\E， 
[Tim ut) MM 
那么 当 PENR,wutP)EM. 
证 明 令 
(RQ) = fim atP), QE BN), 
那么 当 QE BCOONMNE 时 ,ff( 外 ) 夺 MM. 不 妨 假 定 E 是 零 调 和 测度 的 . 
因为 A(Q} 上 半 连 续 , 使 了 Q) 守 MM 的 点 QQ 的 全 体 必 须 是 (8) 集 . 
于 是 
HB,(P) = | fa 过 JM =M, Pen. 
是 EY 所 以 
uP HAPEM, Pen. | 
由 定理 5.4.1 可 以 把 $4.1 各 个 定理 相应 地 推广 如 下 . 
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推论 1 假定 x 和 v* 各 是 吾 的 有 界 开 子 集 总 里 的 一 个 下 调 
和 也 数 和 一 个 上 调和 函数 ,uw 一 vz 有 上 界 ,E 是 BC) 的 一 个 零 内 调 
和 测度 的 点 集 , 对 每 一 点 久生 有 DDN， 
im (eeCP) — v(P)} RE 0 


那么 当 PED 时 ,wu(P)<&v(P), 

推论 2 定理 4. 3.3 的 假设 中 的 “近乎 处 处 "可 以 改 为 “除了 
一 个 零 内 调和 测度 的 点 集 外 ?”. 

此 处 还 可 以 得 到 Dirichlet 问题 的 让 界 解 的 更 强 的 唯一 性 定 
理 如 下 . 

定理 5. 4.2 假定 从 是 FF 的 一 个 有 界 开 于 集 , 诸 数 了 在 
BC(0) 上 连续 ,那么 ,在 BCO) 上 除了 一 个 零 内 调和 测度 的 点 集 外 
处 处 以 子 为 边界 值 而 在 只 里 有 办 调和 的 函数 是 唯一 的 . 

上 面 这 些 定理 提 到 零 内 调和 测度 集 , 不 过 像 定 理 5. 4. 1 的 证 
明 中 说 的 那样 ,实际 上 考虑 的 是 零 调 和 测度 集 . 像 关 于 零 容 点 集 的 
Cartan 定理 (定理 4. 3. 1) 一 样 ;, 零 调和 测度 也 有 类 和 似 的 性 质 . 

定理 5.4.3 假定 如 是 E" 的 有 界 开 子 集 ,E 是 BC) 的 一 个 
子 集 ,那么 五 是 零 调 和 测度 集 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 存在 一 个 
省 数 #, 在 总 里 为 正 并 且 上 调和 ,而 

im utP) =++ oo, QEE, 


证 明 必要 性 用 xz 表示 上 的 特征 函数 ,那么 当 P 了 PE 时， 
存在 一 个 正 上 调和 函数 w € gl,; 使 
vA(P) < 六 ， 失 一 ] ,2 


令 z 一 Do ,那么 0 委 zCPo < 之 .所 以 x 在 只 里 为 正 而 且 不 恒 等 
于 se， 因此 上 调和 . 可 是 对 每 一 点 QEE, 
lim x lim Yu > 3 lim v, 


M3 pa 3 Pad nl 1 03 Pa 
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Xa) 十 十 Xi(Q) 二 NN. 


CN 
由 于 NN 可 任意 大 ,条 件 的 必要 性 得 到 证 明 . 
充分 性 ” 慢 定 这 样 的 z 存在 ,那么 对 任何 正 数 s, 邦 有 sxEE 
By 假定 一 点 PER 使 w(P)<oo, 那 么 
TE) = Hi(P)= infvP)Einfe(P)—0. 1 


志 


显然 可 以 利用 定理 5. 4. 3 给 定理 5.4.1, 定 理 5. 4.2 及 推论 
1 ,推论 2 以 新 的 证 明 ,就 如 同 8 4. 3 利用 关于 零 容 点 集 的 Cartan 
定理 一 样 ， 

一 个 区 域 的 边界 的 子 集 如 果 和 去 容 ,那么 当然 是 等 调和 测度 的 . 
此 结论 傅 过 来 说 不 对 . 但 由 定理 5.4. 3 却 可 以 得 到 定理 5. 业 4. 假 
定 旭 是 一 个 开 集 ,E80D,E 有 一 个 分 域 GCOUE, 那 么 玉 称 
作品 的 一 个 内 巷 的 边界 部 分 . 

定理 5. 4.4 五 "的 一 个 有 界 开 子 集 吕 的 一 个 内 藏 的 边界 部 
分 5 为 零 调 和 测度 集 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 零 容 . 

证 明 必要 性 ”由 定理 5, 4. 3 存在 一 个 在 如 里 为 正 而 且 上 
调和 的 函数 & 使 对 每 一 点 QEE， lim «CP) 一 十 ce 成立 . 对 于 久 


筷 互 定 久 2 入) 一 十 cp, 那么 z 在 如 U 吾 里 为 正 、 上 调和 ,因此 由 定 
理 4.3,1, 严 赤 容 . 

充分 性 显然 ， 直 

定理 5.4.8 一 个 点 集 瑟 零 容 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 存在 
一 个 函数 # 在 五 的 一 个 邻 域 扣 里 为 正 . 上 调和 ,并且 

u{Q) =+ oo, QEE. 

证 明 条 件 的 必要 性 很 明显 . 为 了 证 明 充 分 性 ,我们 注意 在 菜 
件 所 说 的 那个 邻 域 恕 中 使 xz 一 十 oo 的 点 书 的 全 体 3 是 一 个 Gs 
集 , 因 为 


{ 忆 |x(P) 一 十 coPEG)= [|{PluP) > NP EG). 
N= 
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只 要 证 明 S 零 容 就 行 了 ,因为 和 5S.G; 集 可 定 容 , 所 以 只 要 证 明 
S 零 内 容 好 了 . 任意 取 它 的 一 个 紧 致 子 集 CSS, 作 FC 的 一 个 有 办 
邻 域 DCDCG ,那么 存在 分 布 在 D 上 的 正 测度 yg: 使 
uP) =UrP)Y roveP)y, PED, 
这 里 vlP) 在 品 里 调和 .由 3 的 定义 知道 
UrQ) = u(Q) 一 pn(Q) =+ om, QEC. 

所 以 五 零 容 ， | 

基于 内 藏 的 零 调 和 测度 边界 部 分 还 有 下 面 的 延 拓 定理， 

定理 5. 4.6 假定 a 在 开 集 名 里 上 调和 ,在 侣 的 一 个 零 调和 
测度 的 内 藏 边 界 部 分 五 的 一 个 驾 域 里 (除去 五) 有 下 界 ,那么 wx 可 
以 延 拓 为 一 个 唯一 的 在 UE 里 上 调和 的 函数 ， 

证 明 令 

un(Q) = lin u(P), QEE, C5, 4. 1) 


从 3 下 -总 
那么 在 如 UE 里 下 半 连 续 . 现在 任意 取 一 点 @ E 歼 , 取 充 分 小 的 
正 数 ~, 使 兵 (Qor) 二 有 中山 鳌 ,并且 zz 在 天 4Qor) 里 有 下 界 . 把 
民 RW ;7 的 调和 测度 记 作 加 ,PEK(CQosr). 由 于 ENKCQ,r) 是 
每 容 的 ,天 (和 orNCEE 门 民 (@or77 即 天 (or 的 调和 测度 并 一 
pp PP EK ANCE NK ,7) ,这 是 因为 把 5s; 扫 到 SC ,r)U 
(五 门 天 (Guor)) 上 去 ,然后 再 把 扫 在 志和 天 (Gor) 上 的 那 部 分 质 
量 扫 到 (eus,r) 上 去 就 得 到 7e; 可 是 第 二 次 扫 是 空 扫 . 
令 


H.CP) = jg， PE K(Q, ri\E, 


那么 时 .CP) 调和 . 因为 # 在 (Qo,r\E 里 上 调和 ,有 下 办 ;而且 在 
Ser UCEN KG,r)) 上 的 下 极限 不 小 于 &, 即 当 PE Ke， 
rr \E 班 于 QESO, ,7)U CENMNKUO, ,rr)) 时 ,lim ui) 2 utey) » 
Pa 
所 以 
HD EuP), PE Kori\E. 
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因此 
u(Q)= lim uP lim HP) 


3 Pr N33 Pro, 
= lim | = lim Jaa. 
看 天 ~ 多 3 Pd, 


但 是 | ay 关于 PE KK(Q,,r) 调和 ,因此 在 @ 连续 . 从 而 有 
lg lea = jaare,.. 
所 以 
uC ) 2 Judr, 一 | ace 


因此 * 在 名 .上调 和. 

这 样 的 延 拓 显然 是 唯一 的 ,因为 上 调和 函数 必 满 足 (5. 4.17， 

由 定理 5, 4,6 立刻 得 到 关于 下 调和 鲨 数 的 相应 结论 . 

调和 测 谨 的 统计 力学 的 意义 ”上 面 说 明了 零 调和 测度 集 的 各 
种 性 质 . 调和 测度 可 以 用 Brown 运动 过 程 中 分 子 磁 壁 的 概率 分 布 
来 比拟 ,这 种 比 据 有 助 于 我 们 更 直观 地 认识 零 调和 测度 集 的 几何 
形象 . 

根 定 吕 是 一 个 有 界 区 域 , 里 面 有 许多 气体 分 子 在 做 Brown 运 
动 . 任意 到 一 个 (B) 集 五 BG) ,我 们 把 在 一 点 PE 的 一 个 分 子 
在 它 的 运动 过 程 中 正好 在 玉里 磁 到 边界 的 概率 记 作 pe (EE). 任意 
变动 (B)} 集 EEF, 得 到 一 个 分 布 在 B80) 上 的 测度 jzr. 特别 取 琴 和 作 
BD ,那么 概率 当然 是 1, 所 以 无 论 对 哪 一 点 忆 E 有 prCBCOD)) 一 
1, 此 外 ;如果 忆 EE, 那 分 子 既 然 在 PP 点 , 它 就 已 经 击 中 五 了 ,所 以 
当 PEE 时 ,pr (EE)==1. 又 如 果 PEBCOONNE ,那么 分 子 在 PP 点 就 
表示 已 经 击 不 中 互 ,所 以 当 PEBOADNE 时 ,Wp(E) 二 0. 

在 理想 情况 下 ,ar( 五 ) 这 个 概率 完全 由 已 和 五 决定 ,也 就 是 
说 , 像 分 子 在 什么 于 候 到 达 、 或 者 通过 什么 路 线 到 达 己 点 等 等 ,者 
是 没有 关系 的 事情 . 因此 当 玉 固定 的 时 候 ,yr(E) 是 PE 的 函 
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数 [， 

再 作 一 个 球面 5CP,,r). 分 子 从 P 出 发 总 会 穿越 SCP。,r), 如 
果 不 考 虑 重力 等 等 的 影响 ,那么 分 耶 从 8CPs,r) 的 各 个 不 同 部 分 
穿 坦 SCPosr) 是 同等 可 能 的 ,只 要 这 些 不 同 的 部 分 一 样 大 . 因此 在 
S(Posr) 的 任意 一 个 (B) 子 集 E' 穿 过 SCPo,r) 的 概率 一 定 是 
sr ,( 吾 ), 现在 假定 把 SCP,,r) 分 作 N 个 直径 很 小 的 不 重 秋 的 (B) 
子 集 忌 ,在 每 个 玉里 任意 取 一 点 @@. 假定 和 r( 殖 ) 关于 了 连续 ,那么 
从 到 里 任意 一 点 出 发 击 中 EC BC0) 的 概率 跟从 Q; 出 发 击 中 万 的 
概率 po (E) 差不多 . 因此 分 子 由 P 出 发 ,经 过 某 个 到 穿 过 SCP。， 
~) ,然后 击 中 五 的 概率 盖 不 多 是 er ,-( 责 )pa (已 ), 分 子 从 PP, 击 中 玉 
总 得 经 过 SCPosr) 的 某 个 轧 . 所 以 从 Ps 击 中 EE 这 个 事件 可 以 看 作 
从 已 经 过 包 ' 或 本 … 或 E% 然后 到 E 这样 N 个 事件 的 和 ,于 是 前 者 
的 概率 是 后 N 个 事件 的 概率 的 和 . 近似 地 ， 


MN 
pr CE) = D>) er (El) po,(E). 
i=1 | 
取 极 限 得 到 
pr,(E) = |paC EYder, (Ed). 


这 等 式 对 任意 PE 和 充分 小 的 任何 一 个 正 数 7 都 成 并 ,所 以 
AptEE) 关 于 PP 调和 和， 

这 样 我 们 看 到 | 

Art 才 ) 一 调和 测度 ?5 五 )， 
特别 ,如 果 对 一 个 站 EBD) 加 (DD) 一 0, 那 么 分 子 从 斑点 出 发 撞 
到 DD 中 去 的 概率 是 0, 所 以 DD 要 不 是 很 “ 首 ? 就 是 处 在 * 交 通 不 征 ” 
的 位 置 .内 藏 的 边界 部 分 四 面 八方 接触 到 只 ,如 果 它 不 太 瘦 ,就 一 
定 比 较 容 易 达 到 ,所 以 如 果 它 是 零 调和 测度 集 , 那 它 一 定 是 特别 
“ 瘦 " 的 ,定理 5.4. 4 就 说 明 这 个 事实 . 至 于 不 是 内 藏 的 部 分 , 零 调 
和 和 测度 也 可 能 只 表示 它 难 以 到 达 , 不 一 定 上 怎么 瘦 . 例如 图 3 所 表示 
的 EF? 的 子 区 域 的 边界 部 分 OA ,由 于 区 域 在 它 附近 被 无 数 多 条 直 
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线段 所 割裂 ,区 域 里 的 分 子 要 撞 到 OA4 是 太 不 容易 了 . 我 们 以 后 会 
证 明 O4 的 确 是 调和 测度 下 的 零 集 . 


最 后 还 可 以 从 这 个 物理 想法 来 看 边界 点 的 正则 性 , 恕 有 果 久 是 
一 个 正则 边界 点 ,那么 对 QQ@ 的 任何 一 个 邻 域 (相对 于 边界 )E, 当 让 
一 入 时 :加 ( 瑟 ) 一 1. 这 说 明 当 疡 很 接近 于 外 的 上 时候, 分 子 从 书 出 
发 就 几乎 必然 会 撞 在 久 的 附近 ,可 是 如 果 久 不 正则 ,那么 无 论 分 
子 已 经 怎样 接近 久 , 结 果 能 否 就 擅 在 离 忆 很 近 的 地 方 还 是 难说 
的 . 这 表示 边界 在 不 正则 点 附近 总 很 “ 瘦 ”. 


$ 5.5 上 下 解 在 不 正则 边界 点 的 细 极 限 


现在 研究 上 解 豆 , 和 下 解 五/ 在 不 正则 边界 点 附近 的 行为 , 先 
证 明 
引 理 1(Brelot〉 假定 闭 集 4 在 一 点 人, 瘦 ,vv 是 在 Qo 的 一 个 
邻 域 中 CC4) 的 交集 里 定 叉 的 一 个 有 下 界 的 上 调和 的 函数 ,那么 
8 -im vtP》 存 在 (可 能 是 十 co). 


CA P— 必 | 
证 明 假定 Qs 僻 4',A' 表 示 A 的 通常 的 导 集 ,那么 Q& 要 不 
是 CCA) 的 内 点 就 是 A 的 孤立 点 . 在 后 面 这 情况 下 , iQ&o} 是 CtA) 
的 零 容 边界 部 分 . 因此 无 论 哪 一 种 情况 ,vw 都 可 以 看 作 在 Q 的 一 
个 邻 域 里 鞋 调和 . 因此 mv 在 所 。 细 连 续 , 所 以 有 细 极 限 ， 
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假设 @E 4 ,那么 存在 一 个 正 测 度 的 位 势 ww 使 


wo < 十 cp， lim wtP)=+ ooo. 
上 4 村 Pa 
如 果 
lim CP 二 wtP)) 一 十 ce， 
CAS PO, 
那么 
PF-lim ge wy) 一 十 se， (5.5.1» 
a FE 
可 是 w 在 & 是 细 连 续 的 ， 
-lim weP) 一 页 -me = wo) < 十 oo， 
CAYD Pd Pe, 


所 以 由 (5. 5.1) 得 到 
Pp- lim vtP) 一 十 ce， 


CA P=, 


如 果 
lim (wv(P) + wlP) = b+ 0, 


CA P20 
那么 对 和 尾 何 正 数 a>>5,Q。 有 一 个 邻 域 V 使 PE (4 站 NG 时， 
w(P) >a. 不妨 和 仍 定 wm 是 正 的 ,不 然 的 话 , 用 2 十 好 (对 是 充分 大 的 
常数 ) 代 蔡 v 好 了 .于 是 对 任何 一 点 QQE BCA) 站 VCANYVY,Q 关 
Ws 
lim CweP}y wp) lm wip) 


CA Pr 3 Pr 


> lim wt PP) 2 wlQ) > a. 
a Fd 
CP) = fo 二 wiPa},s PECCODNN\ YG,), 
a, PE ANV\o}, 
那么 (在 YNQoy 里 上 调和 ,并 且 在 4 站 Ni@o)} 的 一 个 邻 域 星 
等 于 常数 ws. {Qo 是 Qo} 的 内 藏 的 零 容 边界 部 分 ,所 以 wtP) 可 
以 延 拓 为 在 整个 了 里 上 调和 的 函数 ,因此 在 细 连 续 . 所 以 
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-lm ui(P) = Plim utP) = u(y 


EE FP 


= lim atP)= mn{ lim ao 人 PP) lim wDP)) 
P= 


an 二 3 pa， CAS PA 


= im wiP)=min{: lim CwP) whP)) ,a} 


CA 3 Pd, CAN Pf, 
二 B, 
因此 Q。 有 一 个 细 邻 域 ,使 当 PEDNCC4) 时 ,wy(P) <a, 也 就 
是 当 PEDNCCAD 时 Tw (P=v(P) 二 tw(PY, 国 此 
Pp-lim CP) Fw} = gp- lim atP) = bh. 


CIA Pr [和 
现在 -limwcP) 存在 并 且 等 于 ww() 二 oz， 所 以， 
人 P= 
Pp -lim vtP) 存在 并 有 旦 有限 、 | 
Cd) 3 Pe, 


出 引 理 1 可 以 证 明 
定理 5.5.1 假定 /是 在 FE" 的 一 个 有 界 开 地 集 旭 的 边界 
如 (8 上 定义 的 函数 ,关于 调和 测度 几乎 处 处 有 土 界 .好 是 如 的 一 
个 不 正则 边界 点 ,地 在 Q, 的 细 极 限 记 作 a. 那么 
a lim EBP mxia, lim 大 人 7) (5.5.2) 


和 证明 豆 有 上 界 并 用 下 调和 ,所 以 由 引 理 1, 玉 在 护 , 有 细 极 
限 a. 因此 由 定理 4.5.3, 人 2 有 一 个 子 集 五 在 & 着 ,使 
iim Fi(P)=a. (5.5.3) 


Dy, 
因此 ,由 上 极限 的 定 关 知道 5. 5.2) 的 前 半 部 分 成 立 . 再 由 定理 4. 
4.2 知道 可 以 作 一 个 开 集 WE 而 WW 在 凶 , 瘦 .不 妨 假 定 W 守 2， 
因为 要 不 然 可 以 取 玉 门 2 代 炉 WW. 定义 
1, QE BWIMD, 
fQ), QE BWIMNBON)Y, 
把 W 里 以 & 为 边界 数据 的 上 解 记 作 Hs 一 inf v， 我 们 证 明 


Ft) 一 
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HYP)= HP), PEWw. (5. 5, 4) 
事实 寺 ,由 定理 5. 3. 1 知道 下 式 成 立 ; 

H*(P)EHP), PEWw. 
其 次 ,假定 存在 一 点 Po 入 瑟 , 使 吾 Y (PO) 过 器 (Po), 那 么 存在 一 
个 函数 vi € GB” 使 昌 *CPo) 之 vi(Po) 之 梧 (Ps) 成立 . 于 是 
min{v (Py,HrP)}t, PEW, 
二 (Py, P EM 
在 名 里 有 下 界 、 鞋 调和 并 且 对 每 点 QE B02)， 

lim wtp) CO— (PP)) 守 0 或 tim wlP) 之 f(Q). 


3 产 一 如 3 PA 
国 此 , 当 记 Ef 时 ,w(P) 空 吾 ;(P), 由 此 有 
BPo) SE wh) = vlPo) < BHD,). 
这 是 不 可 能 的 ; 所 以 (5. 5.4) 成 立 ， 
由 于 现在 更, 人 人 ) 在 名 不 瘦 , 国 此 @s 是 三 的 一 个 正则 
边界 点 . 那么 ,由 定理 5. 2. 3 可 得 
im HP} Fm g(Q) 


一 


由 3 BV)3 Qn, 
= max{ Ilm 五 (P), lim CQ)} 
品 门 Bt) 池 Pr HCY BWI 0, 
= max!{ a, Bm 了 (和 71 . (5.5.5) 


BmN Bm) 总 “外 0 


由 (5.5. 37， (5. 5. 和 4) 及 (5. 5.5) 得 到 
im BP)= max{ lim HBP, Jlim 再 CPP? 
后 汝 Pm | 了 be 子 一 名 1 
mxta, lm QI) 1 
EF QQ 
把 定理 中 的 广 改 敌 一 让 得 到 关于 豆 r 的 类 似 结 果 . 特别 当 -F 
连续 时 ,得 到 Frostman-Keldysh 的 结 
miinfay 总 和 lm HP) 


从 3 


Tm HP max{a,f(Q.)). {5.5.6) 


生子 P= 


再 如 果 @, 是 正则 点 的 襄 点 的 话 ; 那 么 (5, 5. 6) 的 第 一 个 及 最 
后 一 个 不 等 号 都 变 作 等 号 . 

对 不 正则 边界 点 还 可 以 做 更 深入 的 讨论 . 假定 开 集 如 的 
Green 函 数 是 GCP,Po) ,P,Po) EVNXD, 那 么 对 任何 一 个 非 鳞 的 
实数 4, 令 

DAP) = 0 = {PIGOP, Po,) > a}. 
在 BCD,) 上 ,除了 P 了 可 能 是 如 的 不 正则 边界 点 外 ,GCP ,Po) 二 a 成 
立 ; 因 此 BCQ,) 称 作 以 Po 为 级 的 Green 哆 数 的 a 等 位 面 . 

不 正则 边界 点 的 特征 细 邻 域 ”假定 入 是 有 界 开 集 纪 的 一 个 

不 正则 边界 点 ,六 是 急 的 一 个 细 邻 域 , 使 
lim GP,P) = G(RQ, Po) 


成 立 , 那 么 DD 称 作 上 @ 相对 于 极 Po 的 一 个 特征 细 邻 域 . 

由 引 理 1 和 Green 函数 的 细 连 续 性 知道 相对 于 任何 一 个 极 
户 扎 人 D, 不 正则 边界 点 @ 的 特征 细 邻 域 总 是 存在 的 ， 

引 理 2 假定 Q 是 FF 的 一 个 有 界 开 子 集 介 的 不 正则 近 界 蕊 ， 
Rn 之 2, 则 对 一 点 PsEQ,Q 有 一 个 特征 细 邻 域 Ds 二 Qow.r，(DP,) ,并 


县 对 任何 一 个 非 负 的 实数 2 过 GQ@, Pw} 和 @ 的 任何 一 个 相对 于 


Pu 的 特征 岗 邻 域 DD,Q 有 一 个 邻 域 WW 合 VY 站 DS. 
证 明 要 证 明 引 理 的 前 半 结 论 ,只 要 证 明 
lm GP,Po) = GQ Po), {5.5.7) 


Asc, er f=Q 
国 为 如 果 (5. 5. ?? 成 立 ,那么 外 的 任何 一 个 相对 于 Ps 的 特征 细 竺 
域 跟 Daor ,的 和 集 仍 旧 是 @ 的 一 个 特征 细 邻 域 . 现在 由 于 当 PE€ 


8ctaP 3 时 ,5P ,PortP ;我 们 知道 


lm CPP GW Po). ‘5. 5. ®) 
Hg ees? Po 
但 是 GCP,P。) 在 了 二 @ 是 上 半 连 续 的 ,所 以 
im GP,P) CQ, Po). (5.5, 9) 


由 C5.5.8) 种 5.5,.9) 得 到 (5. 5.7Y. 
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为 了 证 明 引 理 的 后 半 结 论 ,我 们 恨 定 所 说 的 了 不 存在 ,那么 
久 是 PNo. 的 聚 点 ,因此 存在 一 点 列 {P,}) 守 DMZ 收 襄 于 多 .由 于 
{PP,} 守 吃 ; 必 须 有 


limGCP, ,Po) = GQ,P,), (‘5,5,. 10) 
又 由 于 {Pn} SC ) ,又 必须 有 
mG(P, Po a < GQ, Po). (5.5.11) 


(5.5,10) 和 (5. 5.11) 不 相 容 ,所 以 7 不 存在 的 假设 不 成 立 、 | 
定理 $. 5.2 假定 钳 是 本 的 有 界 开 子 集 如 的 一 个 不 正则 按 
界 点 ,x 之 2, 那 么 对 QQ@ 的 任何 一 个 特征 细 邻 域 D, 当 D3 P 一 Q@ 
的 时 候 , 以 为 极 的 调和 测度 加 辉 收 分 于 一 个 唯一 的 跟 DD 的 选 
择 无 关 的 测度 mw 在 任何 一 个 零 容 集 里 不 分 布 质 量 , 并 是 
recpy = fe 当 产 是 总 的 外 点 或 正则 边界 点 ， 
UPQ), PEDN. | 
《5. 5. 12) 
证 明 假定 点 列 {Q,} 守 DD, 并 且 加 浑 收 合 于 一 个 测度 vo, 我 
们 先 证明 ww 满足 (5. 5. 12). 
对 只 的 任何 一 个 外 点 已, 由 于 Cr 在 80) 上 连续 ， 
tratP)— jeau - lim |wedye 
= limUe (CP) = limUn (CP) = UP), 
P 蚌 虽 的 一 个 正则 边界 点 的 时 候 ， 对 任何 正 数 >, 有 


Uo) | ‘dvs 一 lim|z -do 


= litm ||US, desep,,. 5, 5.13) 


MP 已 


: ,由 于 忆 正则 ,对 任何 正 数 6 可 以 取 。 充分 小 使 
sup ,| Ca (@' ) 一 Te。 (P) |< 


襄 ' 志 写 E 户 
又 可 以 取 站 充分 大 使 
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sup | Ue CP) 一 DCP)| < 也 
所 以 由 (5.5.13) 得 旬 , 当 vr 充分 小 时 
ta(P) 这 lim Uender, > UP) — 


因此 , DD*(P} 空 Uw(PY, 可 是 由 海 收 证 的 性 质 知 道 
De < limU™. Ue 


rr 


处 处 成 立 ， 所 以 对 每 个 正则 边界 点 PnP 一 TecP) 都 成 立 ， 
由 考虑 PE 的 情况 . 这 时 候 由 于 CU 连续 ， 
TePY= lmUM PlimUr QIOPUTQ), (5.5.14) 

现在 假定 是 以 PE 8 为 极 的 特征 细 邻 域 ,那么 

limCCQ Po) = GQ Po). 
所 以 ,limt7 se Po) 一 UCQ). 因此 由 (5. 5. 14) 得 到 
CatP,) = UW OQ). {5.5.15) 


注意 , U7(Q) 二 jedy 是 以 Uw 为 边界 数据 的 Wiener 解 ,所 以 
关于 PE 调和 .Ue(P) 关 于 PE 也 调和 . 因此 由 (5. 5, 14)， 
(5. 5. 15) 得 到 ! 
De 人 (PP = UrQ), PEAN. 1 
这 样 就 证 明了 对 任何 {Q。} 三 D, 假 定 加 ., 浑 收 敏 的 话 ,加 .的 极限 满 ; 
是 《5.5.12), 满足 (5. 5. 12) 的 测 虞 是 唯一 决定 的 ,所 以 由 定理 ~ 
1.7, 3 知道 当 D3 PQ 的 时 候 , 世 浑 收 全 于 这 个 唯一 的 测度 w，“ 


既然 必须 满足 (5. 5. 12》, 所 以 跟 特 征 细 邻 域 忆 的 选择 也 无 


关 ， 
最 后 ;由 了 于 U% 志 U8 处 好 成 并 ,va 在 任何 一 个 不 包含 已 的 零 i 
和 容 集 里 不 分 布 质量 ,在 ! 名 里 也 不 分 布 质量 . 事实 上 ,如 果 
ro 一 ken 十 天， 
其 中 
2 


{ 


{ 


00) 一 0， 
那么 下 式 在 Co) 上 似乎 处 处 成 立 ， 

UD) 一 《1 — MUP). 
上 在 任何 零 容 集 里 不 分 布 质 量 . 所 以 对 PE， 


UP)= Ca += ed 一 |ordm 
一 (1 一 好 Ledzr 一 (一 有 PDB) 


因此 
CatP) = URCOPY + AUPA), PEAN. 
这 眼 (5. 5. 12} 的 第 二 个 式 子 牙 盾 ， 
因此 知道 ,ww 在 任何 零 容 集 里 不 分 布 质 量 . 
把 定理 5.5.2 里 的 ww 称 作 @ 的 特征 测度 . 
定理 5.5.3 假定 了 上 是 的 有 界 开 子 集 只 的 边界 呈 (G 上 的 
连续 戎 数 , 急 是 品 的 一 个 不 正则 边界 点 ,那么 


lim HAP) = | man， (5.5. 16) 


在 门 时 3 一 家 
这 里 也 和 ww 分别 表示 Q 的 特征 细 邻 域 和 特征 测度 . 

证 明 由 定理 5. 5. 2, 当 万 门口 3 PP 一 QQ@ 的 时 候 , 冰 浑 收 钱 
于 ww; 因此 (5.5.16) 成 立 ， | 

了 不 连续 的 情况 也 有 相应 的 结论 . 将 另 文 详细 说 明 讨 论 , 这 里 
不 谈 . 

Frostman 普 经 通过 sw., 的 扫除 得 到 特征 测度 的 概念 (他 谈 的 
是 一 般 的 “组 位 势 ). 因 此 他 不 是 通过 我 们 上 面 所 用 的 加 的 扫除 ， 
所 以 没有 访 到 这 个 跟 地 无 关 的 特征 细 邻 域 的 存在 . 

另 一 方面 ,M. V. Keldysh 曾经 通过 Banaeh 空间 的 观点 得 到 
.把 有 2) 上 连续 函数 子 全体 记 作 它 , 安 里 的 每 个 元 素 广 用 
1 fl 二 ,sup [ACP)| 当 范 数 . 这样 扣 成 了 一 个 Banach 空间 , 假 
定 /E 罕 ,那么 百 : 在 如 的 一 个 不 正则 边界 点 入 的 细 极 限 中 
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显然 是 定义 在 安 上 的 连续 的 线性 消 数 或 者 汉 攻 .于 是 根据 下 . 
Riesz 的 表示 定理 ， 存在 一 个 测度 va 使 


Hi (C= fave. 
现在 对 所 有 的 不 正则 边界 点 及 ;把 光 上 的 线性 汉 函 
gf) = |facee ww)， fEB 


的 全 体 记 为 更 规定 当 eo_ 一 ww_ 涟 收 化 于 一 地 时 ,说 泛 丽 列 {po_} 
收敛 于 {&} ;那么 亚 就 有 了 一 个 拓扑 了 ,这 拓 扩 叫 二 的 双 林 扑 . 

一 个 拓扑 空间 如 果 有 一 个 可 列 的 子 集 处 处 稠密 (其 包 等 于 全 
空间 ) ,那么 说 这 空间 是 可 分 的 (seberabjle). Banach 定理 指出 :一 
个 可 分 的 Banach 空间 上 一 族 连 续 的 线性 泛 函 在 弱 拓 扑 下 是 可 分 
的 (在 后 边 的 附注 中 将 纵 出 它 的 证 明 》. 

根据 这 个 定理 ,知道 名 是 可 分 的 ,因为 宪 且 可 分 的 .于 是 得 到 

定理 $. 5. 4CKeldysh) Er 的 有 界 开 子 集 避 有 可 列 个 不 正则 
边界 点 {Qs}. 对 任何 在 BtG) 上 定义 的 连续 国 数 ,如 果 

plim HAP) = f(Q), m= 1,2," 


成 并， 那么 对 任何 个 不 正则 边界 点 龟 ,; 下 式 成 立 ; 
lim sR) = /QD). (5, 5,17) 


证 明 由 Banach 定理 ,B 有 处 处 稠密 的 可 列子 集 1qw_}. 要 是 
吾 (有 ?上 的 连续 函数 了 使 
pp-linm (PP)》 一 .Fe)， 了 一 1 2 


nN3 Pt, 
成 立 , 那 么 po,(f) 一 0. 对 任何 一 个 不 正则 边界 点 多,ge 是 一 个 于 
到 {g%. ) 在 弱 拓 扑 下 的 极限 ,所 以 多 (六 三 limgo. (有 二 0. 因此 


pg- lim H/(P) 一 | ram = f(Q). 
生子 户 一 蝇 


所 以 (5. 5.17) 或 立 ， 
附注 、Banach 定理 的 证 明 
pr 


首先 我 们 注意 ,假定 了 是 把 一 个 Banach 空间 B 上 映 入 一 个 候 
补 Banach 空间 所 去 的 连续 线性 映射 (连续 线性 算 子 ), 那 么 存在 
一 个 常数 Mr 使 对 吾 里 任何 两 点 和 和 x。， 
fez) — fxd) Mr mrl. (5,5,18) 
事实 上 ,不 等 式 左边 就 是 |‖ .Far 一 x2) ‖ ,因此 只 要 证 明 对 尾 
何 x EB, fC) 所 Mz 就 行 了 . 
假如 不 存在 Mr 使 (5. 5.18) 成 立 , 那 么 存在 一 放 x,EB, 使 
Fr | mz m= 1 


因此 
(ar) |> 1， 得 一 1 2 5。 5. 19) 
可 是 
lim | 二 二 =lim 充 一 0 
所 以 lim 二 0 8B. 男 外 一 方面 ， 


~ I | | 
fl0) 一 Fr 一 二 一 Fr) 一 rz) 一 0E 百 (5.5.20) 
《5. 5. 197 和 《5. 5. 20) 同 时 成 立 表 示 在 0E B 不 连续 ,这 是 不 对 
的 . 所 以 (5. 5. 18) 成 立 . . 

反 过 来 ,如 果 (5. 5.18) 成 立 , 站 当然 连续 . (5. 5. 187 叫 做 了 的 
有 界 性 . 因此 ,对 线性 算 子 来 说 ,有 界 和 连续 等 价 . 

通常 把 使 (5. 5, 18? 成 立 的 最 小 的 Mr 记 作 中 fi, 当 作 了 的 范 
数 来 看 . 于 是 把 B 映 入 户 去 的 连续 线性 映射 的 全 体 显 然 构 成 一 
个 候补 Banach 空间 . 特别 当 芋 是 R' 的 时 候 ,这 个 候补 Banach 空 
间 就 称 作 号 的 共 示 室 间 B*' ,就 是 在 BB 里 定义 的 连续 线性 实 认 洱 
的 全 体 ， 

现在 很 定 8 是 一 个 可 分 的 Banach 空间 , {zs | 一 1,2,…} 丑 
B 寻 好 稠密 . 令 让 和 B' .为 了 证 明正 可 分 ,不 妨 假 定 efFl (fFEF) 
全 体育 界 , 因 为 五 总 可 以 看 成 可 列 个 子 集 的 和 集 , 其 中 每 个 子 集 
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有 这 桩 的 有 界 性 , 那么 对 每 个 ER,CFCzi ,… ;flza)) 可 以 着 作 
型 中 一 点 ,因此 ,CCz DA(z)) FEE 是 垩 的 一 个 子 集 ,所 
以 有 可 列 的 处 处 独 密 的 子 集 

{Of x) Futr) [= 1,2,.}, 


今 太 二 {filf = 1,2.…) ,那么 4A 二 中富 是 严 的 一 个 可 列子 集 ， 
4 1 
而 且 对 每 个 EF,A 有 -~ 个 子 列 {f,;, 使 
fz) — fr fr) fr) | 


其 中 吉 二 1,2,.…. 因此 对 任意 一 个 z€ 8B, 假 定 它 是 {x,1 的 于 列 
{zm 的 极限 ,那么 
| 六 (一 Fi [fo fy rn) | [fy Cr ) ~ frm,) | 
十 | Cr 一 FT 


<41z 一 za 十 方 二 4 zw 一 zl， Nmar 


取 六 充分 大 的 话 , 可 以 取 m; 大 得 足够 使 不 等 式 右 端 小 于 任意 一 


§ 5.6 边界 的 改造 .分 岐 边 办 


前 面 我 们 已 经 在 非常 一 般 的 边界 函数 的 假设 下 讨论 了 
Dirichlet 问题 ,不 过 解答 并 不 唯一 ,因为 边界 函数 不 一 定 于 脐 , 这 
样 一 来 ,有 许多 非常 简单 的 调和 施 数 都 不 能 看 作 Dirichlet 问题 的 
解 ,或 者 说 ,我 们 不 能 众 前面 的 理论 出 边界 行为 来 确定 这 些 冰 数 ， 
比方 arg z 的 主 值 在 单位 圆 内 部 除去 (一 1,0) 以 外 的 部 分 里 调和 ， 
可 是 它 在 (一 1,0) 中 的 每 一 点 ,上 极限 和 下 极限 的 数值 差 2x, 可 以 
看 到 无 论 用 arg z 在 这 个 区 不 的 边界 的 上 极限 或 者 下 极 了 跟 当 边 界 
五 数 , 我 们 得 到 的 解 都 不 是 arg z. 

汐 了 克服 这 种 障碍 ,改造 一 个 区 域 或 者 一 个 开 集 的 边界 是 一 
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种 方法 . 我 们 可 以 这 样 看 ,假定 包 是 F" 的 开 子 集 虽 的 一 个 边 模 
点 ,随便 作 @ 的 一 列 单调 减 小 的 邻 域 {D-), 要 门 D. = {Q}. 对 一 
个 本 门 避 未 必 连 通 , 它 的 成 分 也 不 一 定 以 人 @ 为 边界 点 , 现在 假 
定 存在 一 个 M>>0, 使 对 所 有 的 mw 盖 M,D 门 有 一 个 成 分 wr" 以 
名 为 边界 ,并 且 {a"*} 构 成 一 个 单调 三 小 列 , 那 么 说 fw"} 是 一 个 到 只 
在 忆 的 一 个 尽头 忆 的 链 . 如 果 {w,} 是 一 列 单 调 减 小 的 区 域 ,对 每 
一 个 充分 大 的 m;: 存 在 一 个 Ww, DT" 和 一 个 cao” 那么 说 局 中 
{w"} 是 等 价 的 链 . z 

我 们 看 到 ,尽头 的 概念 可 以 用 一 个 等 价 的 概念 来 代替 , 假定 
(an} 是 决定 一 个 尽头 急 的 一 个 链 ,在 每 个 ww 里 随便 拿 一 点 已 。, 当 
m 不 同时 ,要求 P, 也 不 同 .那么 每 两 点 Ps 和 P41 可 以 用 一 条 几 
里 的 折线 /。 连接 ,不 同 的 /不 相交 . 令 7。 ~ 》)4s 十 疡 让 而 ,这 里 
4 如 表示 连接 两 点 4 和 吾 的 直线 外 ,那么 7 可 以 看 作 一 条 连接 已， 
和 人 @ 的 曲线 34 是 这 条 上 曲线 上 的 一 段 从 PP, 到 忆 ,,, 的 简单 驱 , 包 
含 在 吕 里 . 六 的 方程 假定 是 

P= 7 (}, D012 

其 中 六 的 是 把 L0,1j 上 映 入 相去 的 连续 映射 , 显然 可 以 选择 4,1 起 
十 20 二 之 于 之 tmis 二 1; 使 当 mw 一 品 时 i 一 1; 并 
且 当 nm 时 ,ff | es) 到 | 这 样 一 米 , 当 7 oo 时 ， 
大) 一 致 收 伍 于 一 个 连续 陕 射 . Fr ,0 所 i 所 1. 事实 上 ,对 任何 一 
个 正 数 s, 只 要 取 六 充分 大 使 mw 的 直径 小 于 sy2, 就 得 到 当 加 全 严 


的 时 候 
_- 0， 当 Oitls 
rr 国人 
Tt) mn re .ne rn SE 当 fpi i ] . 


这 怠 证 明了 { 产 5 的 一 致 收 伍 ,这样 一 来 就 得 到 一 条 连接 Pi 和 
已 的 简单 曲线 7 ; 产 = Fit 0OsStS1， 


Ser 


反 过 来 ,假定 存在 一 条 简单 曲线 7 把 Q@ 和 一 点 PE 如 连接 起 
来 ,那么 对 QQ 的 任何 一 列 单调 减 小 的 邻 域 {P,) ,如果 ND. = 


{@} 的 话 ,Ds 但 身 总 有 并 且 只 有 一 个 成 分 we 和 包含 和 八 {Q@} 的 末了 一 
段 弧 . 这样 一 列 {a"} 就 决定 了 中 在 恕 的 一 个 尽头 ,并 且 对 久 的 邻 
域 列 的 不 局 的 选择 ,所 决定 的 尽 并 是 相同 的 . 

.这样 ,在 久 的 一 个 尽头 可 以 用 (Q, 冰 这 样 的 记号 来 表示 . 当 
然 , 如 果 7 是 男 一 条 连接 旬 和 和 一 点 Pi EE 如 的 简单 此 线 ,而 六 所 决 
定 的 链 跟 7Y 的 相同 ,那么 (@@, 思 和 (@,7 7 只 表示 同一 个 尽头 . 

由 上 面 的 说明 知道 , 开 集 吕 在 一 个 边界 点 妨 有 一 个 尽头 的 充 
分 而 且 必 要 的 条 件 是 总 可 达 , 也 就 是 Q@ 可 以 跟 的 一 个 内 点 用 一 
条 简单 曲线 7 连接 ,AQ :三品 . 因此 ,在 不 可 这 的 边界 点 是 没有 尽 
头 的 ,而 在 一 个 可 达 的 边界 点 ,尽头 却 不 一 定 只 有 一 个 . 比方 8&5.4 
所 举 的 例子 中 的 那个 平面 区 域 ,OA 上 每 一 点 都 是 不 可 达 的 边界 
点 ,而 在 所 画 的 乓 直 于 实 轴 的 各 个 直线 段 的 每 一 点 有 两 个 尽头 . 
”现在 假定 晃 数 在 一 个 开 集 则 里 定义 ; 包 是 从 的 一 个 边界 
点 ,fan)} 是 在 入 有 尽头 的 一 个 链 ,这 个 尽头 记 作 久 . 我 们 可 以 模拟 
z 在 @ 的 上 下 极限 的 定义 ,定义 & 在 和 &a 的 上 下 极 限 如 下 ， 


lim a{tP) 一 ji sup u(P), 
电池 PP 一 心 Ee PEm, 


lim utP}y = lim in{f wutP). 
3 Pt mE 


特别 ;如果 在 如 里 连续 ,那么 在 尽头 名 的 聚 值 (就 是 属于 
站 Za 的 实数 ) 全 体 正好 构成 团 区 间 [ lim uP)，Tii «C7)] 
到 一 上 站 3 Pp 一 站 N37P— 


事实 上 ,zw 在 名 的 上 下 极限 假定 是 4 和 65, 那么 存在 两 个 收 全 
于 鸟 的 点 列 {Ps ! 和 {Psi 世 5 yDr EE wns 合 w Ps) -a(t Ds) 
一 总 由 于 ws 连通 ,x 必须 把 wi 有 映 入 一 个 连通 的 实数 集合 . 所 以 对 
任何 一 个 实数 a,0 三 4 达 1, 存 在 一 点 P%E 吉 , 使 wu(P*%) 一 
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CR 十 《1 一 吕 )(P2 .全 严 ~* coy 得 到 
ucPr) rr da (1 — Ap. 

{PP%} 显然 收 煞 于 护 , 因 此 [La 中 任何 一 个 数 do 十 (一 2 是 

连续 函数 ”在 尽头 包 的 一 个 聚 值 当 然 也 是 在 通常 边界 点 妨 的 
一 个 聚 值 . 可 是 由 于 上 面 的 性 质 ,我 们 用 名 代替 已 来 考虑 的 聚 值 
是 更 合 放 的 ,因为 一 个 尽头 所 对 应 的 聚 什 正好 是 一 个 闭 区 闻 , 当然 
也 可 以 设计 比 尽头 更 细致 的 元 素 ,使 保值 跟 这 种 元 素 成 一 一 对 应 ， 
于 是 颗 数 在 每 个 这 种 元 素 都 有 唯一 的 极限 值 . 但 是 如 果 考 虚 的 是 
过 分 广泛 的 函数 类 ,这 样 敌 法 不 容易 得 到 有 意义 的 成 果 . 对 于 正 的 
调和 畏 数 类 ,这 种 想法 引起 “Martin 边界 ”的 研究 ;我们 以 后 下 介 
绍 . 这 里 我 们 有 具 把 尽头 当 作 新 的 代替 边界 点 的 概念 . 由 于 在 一 个 通 
营 的 可 达 的 边界 点 ,尽头 不 一 定 唯一 ,因此 尽头 分 化 了 通常 的 可 这 
按 界 点 ,所 以 我 们 把 开 集 站 的 尽头 的 全 悼 称 作 如 的 分 野 边 界 
号 《8 我 们 给 怠 及 吕 的 分 歧 边界 的 和 集 怠 一 个 后 扑 . 如 里 的 点 以 
它 通常 的 邻 域 跟 2 的 交集 当 邻 域 ;而 一 个 尽头 QQ。 的 邻 域 规定 如 
下 ;假定 % 属于 决定 Q@, 的 一 个 滤 子 ,那么 名 女 那些 “和 上 刁 的 共同 
尽头 的 全 体 的 和 和 集 称 作 所 。 的 一 个 邻 域 . 根据 这 样 的 邻 域 概念 得 到 
开 集 . 最 后 ,凡是 包含 一 点 已 E 品 的 这 种 开 集 都 称 作 已 的 一 个 邻 域 . 

注意 :根据 这 样 的 拓扑 所 得 到 的 一 个 国 数 在 一 个 尽头 的 聚 值 
及 上 下 极限 等 概念 跟前 头 所 定义 的 一 致 . 

为 了 在 总 上 建立 关于 Dirichlet 何 题 的 理论 ,首先 要 建立 极 大 
值 原理 ;就 是 在 如 里 有 上 界 的 下 调和 函数 如 果 在 分 歧 边 界 的 每 一 
点 《每 一 个 尽头 ) 的 上 极限 小 于 李 :, 那 么 怠 在 昌 里 处 处 小 于 对. 我 
们 知道 ,不 是 在 每 个 边界 点 都 有 尽头 ,而 且 可 达 过 界 点 也 可 以 有 虽 
里 的 点 列 赵 于 它 , 可 是 蚁 数 负 这 个 点 列 的 聚 值 也 不 能 作为 在 某 个 
尽头 的 聚 值 ,因此 首先 得 证 明 用 分 虐 边 界 代 替 通 常 边 界 时 ,所 略 去 
的 边界 点 金 体 是 零 调 和 测度 集 , 现在 先 证 明 
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引 理 1 假定 名和 和 避 是 所 的 两 个 有 界 子 区 域 ,2 门人 2; 关 
好 ,是 由 的 一 个 零 调和 测度 的 思 界 子 集 ,e 有 一 个 领域 记 使 也 站 
B (2) 三 BOD) 站 B00 门 02.), 那 乏 e 是 00, 的 零 调和 测度 的 边界 
子 集 . 

证 明 把 @ 的 调和 测度 记 作 训 '. 如 果 避 三 0, 引 理 1 的 结论 
显然 成 立 , 因 为 当 PED, 时 ,W(te) 守 hp (ey. 

因此 只 权证 明 们 忆 02; 的 情况 就 行 了 ,因为 不 然 的 话 可 以 用 
入 门 2; 代 丛 吕 ， 

首先 ,如 果 sup Wp Ce) 二 4 之 1, 那 么 任何 一 个 vE 2 必须 清 


是 utP) 汪 于 Ce), 这 里 于 由 表示 全 体 在 人 0, 里 恒 等 于 吕 或 者 有 下 
界 的 上 调和 函数 ,并 且 在 8002,) 土 的 每 一 点 的 下 极限 不 小 于 /于 
是 
dn Ce) 一 in (Ce) > IE (Ce), 
2 


因此 必须 名 Ce) 二 0, 引 理 1 的 结论 成 立 ， 
现 和 在 由 调和 函数 极 大 值 诛 理 ， 
nee) =—=r<i 1i. 


Sl 
PE Bin ey 
因此 比较 一 下 #2Ce) 和 We) 十 ?CBCQ0D 站 CC0D)) 在 B80(0,) 
上 的 上 下 极限 知道 
ne) Me T+ ro (Bn) MN CDD Er PEM, 
又 由 名 'Ce) 在 DN 的 边界 点 的 上 极限 知道 
ye) Er, PE NN 
因此 , 强 'Ce》 寺 7 之 1,P EE 册 . 于 是 由 前 一 段 证 明知 道 引 理 1 成 
引 理 2(de la Vallée Poussin)y EF" 的 一 个 有 界 子 区 域 只 的 不 
醋 达 边界 点 全 体 是 零 调 和 测度 集 ， 
证 明 ”只 要 证 明 召 (2) 的 伍 何 一 个 调和 测度 大 于 @ 的 团子 集 
e 一 定 包 含 可 达 边 界 点 就 行 了 . 
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假定 e 是 B09) 的 闭 子 集 而 #35Ce) 沁 0,P EQ. 作 一 -个 网 格 双 
统 中 ,这 系统 对 e 的 第 上 次 覆盖 记 作 we. 组 成 的 各 个 网 格 跟 如 的 
丰 集 的 成 分 记 作 6 ,wo*… ,假定 这 些 eu 都 不 空 .假定 PP 生 or 
是 用 PP 作 极 扫除 出 来 的 的 分 布 . 这 扫除 可 以 逐步 地 来 . 先 扫 清 
No 然后 再 把 扫 到 Bo) 们 人 上 去 的 质量 扫 到 BC02) 上 去 .后面 
一 步 扫除 又 可 也 逐 步 地 来 , 先 扫 清 UNo) U mwl 内 部 ,然后 过 步 扫 
清 CNo) 要 an U aocesoy U on U ws U ws 的 内 部 .因此 
必定 和 存在 最 小 的 正 整 数 7, 扫 清 了 Govoy Uw U … Uw 内 部 的 
时 候 = 就 得 到 质量 了 . 把 wi 记 作 必 , 那 么 由 引 理 1, 如 果 先 招 
(No) U w' 内 部 ,e 也 会 得 到 质量 ,所 以 e 门 B(w) 关 2 
“(2Ng1) U w' 内 部 的 扫除 又 可 以 逐步 地 来 . 假定 包含 在 各 里 的 
那些 es 是 asiywz (如 果 不 是 ,号 码 改 编 一 下 好 了 ) ,那么 (on ) 
Uw 内 部 的 清扫 工作 可 以 逐步 通过 (CNo) UU wj\Cw 站 50)}U 
aase DD wD NC 520) U as Uw ，… 这 一 列 集合 内 部 的 
扫除 而 完成 . 同样 ,一 定 存 在 最 先 使 e 得 到 质量 的 一 次 扫除 . 假定 
这 一 次 是 (CGONo) U wD) NC mo) U wa U… U on, 内 部 的 扫 
除 ; 那 乏 把 ws 记 作 ei. 同样 道理 可 以 证 明 e 门 BC 天 站. 这样 继 
续 不 断 下 去 ,得 到 一 列 {wr} 满足 e 门 BC) 关 训 而 Cw 
{fe 门 BCwr)} 是 一 列 单调 减 小 的 不 室 的 闭 集 ,所 以 由 Cantor 定理 ， 
| te 门 BCer)) 关 多 .因此 存在 一 点 人 QE€ 门 C 门 Bor7)， 


Tl 


在 每 个 ww" 中 取 一 点 P,. 每 个 直线 段 PP.1 :二 w", 于 有 当 nr 
so 时 ,折线 PP 总 的 极限 是 -条 从 吕 的 内 部 通 回 入 的 曲线 


证 在 可 中 ,做 与 坐标 超 下 而 ;二 00 一 1:2:.23 平行 的 = 贱 超 平面 得 到 可 "的 
一 个 划分 , 由 邻接 的 起 平和 面 天王 一 和 二 一 站 和 二 页. 佐 定 个 细胞 a 于 Bi 二] 
2 这 些 网 驳 叫 做 这 个 划分 的 网 格 . 珍 数 可 列 无 限 铸 次 划分 如 下 1112 每 一 次 用 来 
划分 的 超 平 面 在 后 一 次 划 人 要 中 仍旧 末 用 ;2) 各 次 划 共 所 和 宰 的 网 格 边 长 的 上 界 壬 划 甬 
次 数 的 增加 而 赵 于 0. 那么 这 无 限 志 次 划分 出 来 的 网 格 金 位 宰 成 一 个 网 祝 系 统 . 由 第 加 
议 网 梧 划 分 可 得 到 第 点 次 必 盖 . 
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交 ,并 且 闪 (人 IC 它 呈 .所 以 名 是 属于 e 的 一 个 可 达 的 边界 点 

定理 $. 6. 1( 分 歧 边 界 下 的 极 大 值 原理 ) 假定 芝 的 有 界 开 
子 集 吕 里 的 一 个 有 上 界 的 下 调和 函数 x, 它 在 如 的 每 个 尽头 的 上 
极限 不 超过 常数 夺 , 至 多 除了 在 边界 的 一 个 零 内 容 子 集 里 的 点 的 
那些 尽头 以 外 ,那么 当 PEN 时 ,x(P) 所 MM. 

证 明 随便 取 一 点 PED. 由 假设 ,对 任何 一 个 正 数 ,的 每 
个 尽头 在 只 里 有 一 个 邻 域 ,在 其 中 xs 委 邮 十 E. 这 些 邻 域 可 以 取得 
小 到 不 包含 已 ,如 减 掉 和 同 这 些 邻 域 的 交集 以 后 成 了 一 个 有 界 开 
集 如 ,而 B02 站 BC02) 除 一 个 零 内 容 集 外 必须 由 吕 的 不 可 达 边 
界 点 (但 不 一 定 是 只 的 不 可 达 边 界 点 ) 组 成 . 国 此 由 引 理 2, 对 由， 
里 的 点 来 说 , 吾 ( 呈 站 BC2) 的 请 和 内 测度 是 0 此 外 ,对 QE BC2) 
门 在 ,zz( 人 ) 委 彤 十 e 因此 由 好 4.3 的 极 太 值 原理 得 到 x(P) 委 邮 十 
5. 令 se=0 即 得 结论 . | 

由 定理 5. 6. 1 可 以 建立 关于 总 的 调和 函数 的 唯一 性 定理 和 
一 致 收 化 的 定理 . 为 了 建立 分 歧 边 界 上 的 调 稳 测 度 的 概念 , 先 证 明 
一 个 一 般 的 事实 . 

引 理 3 假定 {22,} 是 的 开 子 集 吕 的 一 列 单调 增加 的 开 子 
集 ， Us. 二 中 ,那么 对 任何 一 点 了 EE 日 ,当天 一 co 的 时 候 ,02, 的 
调和 测度 3 强 收 钱 于 旭 的 调和 测度 各. 这 里 当 n = 2 时 ,假定 0 
有 界 ;n 六 2 时 ,各 可 以 无 界 , 而 表示 把 #8z 扫 到 CU) 上 去 所 得 到 
的 分 布 . 

证 明 因为 

| re — a | = | oO 2 | 1， 


所 以 当 am 时 ,根据 CU ,LU 和 UY 的 关系 得 到 
| og — pe = UP) — UF CP). 
现在 {UF } 是 一 列 单 调 减 小 的 调和 函数 ,并 且 都 不 比 Em* 小 ,所 以 
收 敏 . 因此 上 面 等 式 的 右边 趋 于 0. 因此, (3)} 强 收 化 于 一 个 测度 
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A. 可 以 证 明 产 一 六. 
事实 上 ,17 后)} 王 然 强 收 伍 于 ;当然 浑 收 化 于 .因此 ,yp 分 布 
在 B(R) 上 ,yg 的 能 量 当 然 有 限 .此 外 
MO) 去 limU (QO) SUR) 
处 处 成 立 . 
另外 一 方面 ,143 名) 又 弱 收 豆 于 pg, 所 以 
LF(Q) = limU™ (Q) 
总 必须 似乎 处 处 成 立 . 特别 当 Q@@ECOUD) 时 ,等 式 的 右边 就 是 
limU® (Q) = U™(Q). 
因此 
UO = UrQ), QE CN) 
似乎 处 处 成 立 .所 以 pk 一 3 加， 1 
从 上 面 的 证 明 过 程 还 知道 ,所 说 的 这 列 单调 增加 的 开 子 集 
{02.1 是 可 以 任意 选择 的 . 
现在 ,相对 于 五 (2) 的 任何 一 个 开 集 e 可 以 表示 为 了 站 
请 (D0), 这 里 WV 是 包含 e 的 相对 于 的 开 集 . 假定 {8。} 是 名 的 一 列 
单 调 增 加 的 开 子 集 ， Un. 二 ,那么 对 任何 一 点 了 € 旭 , 由 于 


i199") 海 收 化 ;82CVD} 收敛 于 一 个 数 , 记 作 因 (7), 此 外 又 对 任 
意 的 驴 生 记 (D), 定义 


pr(S) 一 inf3r Ce). 


这 样 就 得 到 定义 在 各 (0) 的 集合 函数 ?5 , 称 作 分 布 在 BCQ) 上 的 分 
岐 调 和 测度 . 由 于 BCQ) 不 一 定局 部 紧 致 ,这 个 测度 不 一 定 是 一 个 
Radon 测 摩 巴 . 但 是 我 们 仍 介 可以 虱 相 对 于 五 CD) 的 开 集 闲 集 的 概 


中 Radon 只 定义 大 上 的 测度 . 现在 大 家 把 定义 在 局 部 紫 致 的 Hausdorff 空间 上 
的 类 似 构 鳄 也 叫 散 Rudon 测度 ， 
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念 来 定义 相对 于 BC(Q) 的 (8) 集 ， 并 且 定 义 上 、 下 积分 [fd 和 
fa. 于 是 完全 可 以 同 祥 建立 关于 Dirichlet 问题 的 理论 ， 


令 瑟 ,CP) = | Ar， HCP) = jn. 用 多 表示 在 马里 性 等 


于 十 w 或 者 在 记 人 00) 每 一 点 下 极限 小 于 上 的 有 下 界 的 上 调和 的 函 
数 全 体 . 充 呈 和 证 ， 就 是 五 二 $B_, 的 意思 . 

定理 5.6.2 假定 了 是 一 个 定义 在 E* 的 有 界 开 子 集 如 的 分 
歧 边 界 上 的 函数 ,那么 下 面 的 事实 成 立 ， 

《1) 态 /( 中 及 HAP) 对 PE 调和 ; 

《2) HP) 一 inf oP), HD) = sup 2 


关于 正则 和 不 正则 边界 点 附近 的 上 ,下 解 的 行为 自然 也 可 以 
推广 到 正则 和 不 正则 的 尽头 上 来 ,不 再 详细 谈 ， 


$5.7 Martin 边界 


定理 5.7.1 候 定 习 是 EE 的 一 个 Green 子 芝 域 ( 有 Green 图 
数 的 区 域 ) ,那么 已 有 紧 致 化 各 如 下 ， 
(1) 假定 和 E 吕 当 六 生日 和 和 雪 站 ,我们 邻 天 (和 ) 二 
CCPQI)7AGCP,QD 那么 对 每 一 点 SEA= TAND， 
GP 


om OPQ) dm RD) 


存在 , 记 作 处 (S,Q). 对 固定 的 Q& 秆 人 S,KKC5 ,和 @) 关 于 介 EQ 调和 ; 
(2) 当 包 , 固定 时 ,seE4 跟 调和 国 数 天 gs( 和 一天 人 名) 之 国 
成 一 一 对 应 ; 
(3)》 史 可 有 民 度 并 且 除 了 一 个 拓扑 变换 外 唯一 决定 , 跟 Q 的 
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证 明 了 到 &&n. 作 上 & 的 两 个 邻 域 VY 及 W 满足 VEVEWw 

计 形 和 , 开 紧 致 . 然后 在 UW X CNW 里 定义 尺度 
dP Pa) = suplK (P,Q) — KC(Pe,Q)|. 
d 是 尺度 是 容易 看 到 的 . 因为 假设 dCPi Ps) 一 0 那么 
KPIQ) — KCPsQ) = 0, QEV. 

由 天 (Pi 人 @) 及 民 CPi;@) 的 调和 性, 当 QE 时 必须 有 不 CPL,.@Q) 
二 天 (Py; 人 @) ,但 是 发 (Pi:Q) 及 玉 (P,; 晶 ) 分 别 在 Pi 及 Pi 有 奇 蛋 
性 ,所 以 P= 二 P，. 

这 个 尺度 在 2\W 上 产生 的 拓扑 跟 原 来 的 欧 氏 拓扑 一 致 , 因 
此 可 以 延 拓 到 整个 全 上 去 ;于 是 刁 是 一 个 尺度 空间 . 把 刘 关 于 这 
个 尺度 的 完备 化 记 作 品 ,那么 当 23 P 一 SE RN\DNH,K(CP,Q) 
在 YY 上 收 敏 于 … 个 函数 , 记 作 天 (0S ,和 因此 ,天 (CP, 人 外 ) 在 介 里 收 
敛 于 一 个 调和 函数 久 (5,@). 介 是 紧 致 的 并 且 符 全 我 们 的 要 求 ， 

2 的 唯一 性 是 容易 看 到 的 . 因为 要 是 有 另 一 个 这 样 的 紧 致 化 
8 站 ,那么 可 以 肥 到 一 个 点 列 { 瑟 所 品 ,PSEPDAND ,可 是 {P 忆 有 
两 个 子 列 分 别 收 语 于 人 2 上 不 同 的 3 及 $1, 由 于 

limk (P,Q) = K(S,Q), 

根据 紧 致 化 的 要 求 这 极限 不 能 同时 对 应 于 不 同 的 5; 及 S;, 这 样 就 
开讲 了 . 1 

定理 5.7. 1 中 的 上 一 总称 作 吕 的 Martia 边界 , 岂 称 作 总 
的 Martin 村 至 化 . 

Mattin 边界 是 为 了 把 Poisson 积分 表示 法 推广 到 一 般 的 正 调 
和 函数 的 情形 上 去 而 设计 的 . 

假定 xz 在 一 个 Green 区 域 人 里 调和 并 且 为 正 . 作 一 列 单调 增 
加 的 子 域 玉 . 宇 环 . 三 如 , 刺 . 紧 致 ,下 ,在 二 (上 点 点 不 瘦 . 在 
fi 证 里 造 一 个 有 界 的 调和 前 数 v1; 在 B(W,) 上 其 边界 值 汶 x, 在 
BCQ) 上 边界 值 为 0. 再 令 
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uP), PEW,, 
va (PY, P € MW,, 

那么 us 在 吕 里 连续 并 且 上 调和 ,并 且 在 BCQ) 上 似乎 处 姓 等 于 0. 
因此 必须 是 一 个 Green 位 势 ,从 而 可 以 表示 成 


nu. (Q) = JG ,an (ep) 


unm) -1 


一 |K(P ,QGP ,Qo der) 


— |K P,QYdY, Cer), 


这 里 jw 和 .都 是 分 布 在 BCWs} 上 的 正 测度 ,而 7 的 总 质量 是 
a Co); 国 为 . 


jax = |ecP,Qo) di er) = wu (Qo). 
由 于 人 如 是 一 个 紧 致 的 尺度 空间 , 当 mw 一品 时 ,XY 浑 收 敛 于 4 上 的 
一 个 测度 .现在 天 (P,Q) 在 全 里 连续 ,所 以 得 到 
4(Q)— limu,(Q) = lim |K(P,Q)dY, (er) 


— [Kp ,arcer). C5. 7.1) 


《5, 7, 1? 是 Poisson-Stieltjes 积分 的 推广 . 事实 上 ，, 当 B09) 充 
分 光滑 的 时 候 ， 
GOP QI GP,Q) {AGP ,Qo) 
KC(P,W) = dim 刁 (CP' ,0Q,) 一 dnp | dnp 
这 里 az 表示 BCQ2) 在 PP 点 的 法 线 方 向 . 这 是 因为 当 PPE BC 时 
GP;Q) 二 0;, 而 GCP;Q@) 沿 从 了 出 发 的 任何 一 个 方向 1 的 导 孝 当 1 
是 法 比方 同时 达到 极 大 ,就 等 于 1YGCP 名. 于 是 


36(PQ) _ J Cp.Q) 1 2 aGCP,Q) 
Ai Ins 


CO 人 ,ir }, 


因此 ,(5.7. 滑 在 这 种 特殊 情况 下 就 是 
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u(Q) 一 |KCP,Qodrcen) 一 | 2 qcer), 


seo) = | B00 EY 


- ap 
正好 就 是 通常 的 Poisson 核 ( 差 一 个 常数 两 子 ). 因此 ， 


Martin 的 积分 表示 法 45. 7, 1 从 另 一 角度 出 发 推广 了 Poisson 积 
分 ， 

但 是 Martin 注意 到 对 一 个 固定 点 & 和 一 个 正 调 和 靖 数 ze， 
《5.7. 1) 里 的 测度 ” 并 不 唯一 决定 .为 了 求 得 一 个 合理 的 限制 使 这 
测度 唯一 ,Martin 开创 了 极 小 调和 函数 的 概念 . 

一 个 在 Green 区 域 2 里 调和 并 且 非 负 的 函数 如 果 不 能 优胜 
于 任何 其 他 的 正 调和 羡 数 ,除了 它 自己 的 常数 倍 以 外 ,那么 就 称 作 
极 小 调和 函数 . 

把 只 里 所 有 的 调和 冰 数 全 体 记 作 避 ,那么 在 通常 孙 数 的 线 
性 组 合 的 意义 下 北 是 一 个 线性 空间 . 对 一 个 固定 点 Q&E 0D, 
里 满足 xf@uo) 二 0 的 元 素 # 的 全 蛋 构 成 一 个 " 超 平 面 ”22. 此 里 满 
是 utQo) 二 1 的 元 家 全 体 是 一 个 不 通过 多 的 原点 {( 恒 等 于 0 的 函 
数 ) 的 “ 超 平面 "各 |. 属于 多 的 非 负 的 调和 种 炒 数 全 体 记 作 . 避 人 *, 那 
么 此 是 一 个 凸 锥 ,因为 对 任何 zE 多 ooE B+ 以 及 任何 实数 
ts:aS:] ， 

dat 十 《1 一 如) 后 A. 

假定 wE 2+ ,w 不 是 任何 两 个 ww E11 及 vs€ 如 T+ 的 正 的 
常 系数 线性 组 合 ,除了 w 和 ?zs 都 是 TH 的 常数 倍 以 外 ,那么 说 是 
它 的 一 个 极端 元 率 . 用 几何 学 的 说 法 ,就 是 记 落 在 . 芝 ” 锥 面 的 
母线 上 且 通 过 这 根 母 线 可 做 一 个 超 平面 与 多 只 在 这 根 母 线 相 
a 

引 理 1 假定 如 是 FF" 的 Green 了 于 区 域 ,wE 这 ,那么 ww 是 
2 的 极端 元 素 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 除了 m 的 常数 倍 以 外 ， 
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任何 #1! 不 能 使 所 ww 在 号 里 处 处 成 立 . 

证 明 ”如果 存在 z6E .使 wx 安 w 而 不 是 ww 的 常数 倍 , 那 
色 世 一 #2 并 且 w 一 (tw 一 2) 十 wy 因此 志 不 是 极端 元 素 . 所 以 
条 件 是 必要 的 . 反 过 来 假定 条 忻 成 立 , 这 时 候 如 果 wE 绕 ,wvE€ 
+t 能 使 ww 二 au 十 bv 成 立 , 这 里 a 及 上 5 是 两 个 正常 数 ,那么 au 所 
忆 yb0 寺 ww 因此 ax 及 区 都 必须 是 m 的 常数 倍 . 因此 ,w 及 vv 也 都 
是 如 的 党 数 倍 , 所 以 z 是 极端 元 素 、。 | 

由 于 引 理 1, Martin 把 -放生 


的 极端 元 素 称 为 极 小 调和 函数 . 
把 2+ 女 多, 的 交集 记 为 多 > 
( 见 图 4), 也 就 是 把 在 Q, 的 数值 


等 于 1, 在 如 里 为 正 的 调和 函数 全 


体 记 为 : 凑 . - 

引 理 2 ”假定 #E 沙 是 一 个 ” 
极 小 艾 数 ,那么 存在 一 个 唯一 的 
SE4 使 ww(Q) 一 K(S,0) ,QEDN. 图 4 

证 明 首先 ,存在 一 个 分 布 在 4 上 的 测度 使 

“CQ) = [KP,Q)ducer). 
在 上 的 去 柱 里 随便 取 一 点 3, 作 S 的 邻 不 了 ,那么 
“(Q) = | KeP,QYdper) 二 |。 天 (P,Q)dwxken)， 


x 是 极 小 的 ,而 等 号 右边 的 两 个 积分 都 是 正 调 和 函数 ,所 以 必须 都 
跟 x(Q@) 成 比例 , 因此 存在 一 个 测度 ,4 的 支柱 包含 在 V 里 使 


4(Q) = |&P ,Qaacer). 


可 是 V 蚌 5 的 任意 邻 域 ,因此 必须 存在 一 个 测度 ,支柱 是 135), 使 . 


上 面 等 式 成 立 , 显然 4 必须 是 &: 的 常数 们 ,因此 
u(Q) = KS,Q), 
因为 uw(Q0)=1=K(S ,Qo0). 
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~. 只 能 是 唯一 的 ,因为 如 果 心 1 也 使 人 ) 一 下 091y 氏 ) 成 立 , 那 
么 并 人, 入 ) 一 天 (5 和) 必须 成 耻 , 所 以 由 Martin 边界 4 的 乍 交 知 
道 S 一 S,。 1 

我 们 把 4 上 那些 使 有 sr(Q) 二 下 (5 ,QQ) 为 极 小 调和 孙 数 的 点 5 
称 作 极 小 点 . 极 小 点 全 体 沁 作 妨 , 又 令 加 = 二 A\A1, 现在 来 研究 SE 
和 是 极 小 的 充分 且 必 要 的 条 件 . 

前 面 说 过 ,假定 { 史 .是 吕 的 一 列 单调 增加 且 收 误 于 口 的 
Green 子 域 , 玉 , 守 斌 ,守则 ,W, 紧 致 , 玉 。, 在 BC) 上 处 处 本 瘦 , 那 
么 任何 一 个 在 身 里 为 正 并 且 调 和 的 函数 x 对 每 个 mw 决定 了 一 个 
测度 yy。 分 布 在 BCWs》 上 ,而 


u{Q) = jcP,Qodr。 (ep), QEW, 
成 立 . 特别 当 #(Q) 二 天; (QQ}) 一 外 (5 ,QQ),SEA 时 ,我 们 把 7 记 和 作 


Be. 
引 理 3 SE 是 极 小 的 充分 且 必 要 的 条 件 是 当 mo2 轩 ， 
个 sw 许 疏 部 于 fs 
证 明 充分 性 ”假定 条 件 成 立 , 又 假定 两 个 函数 # EE 沪 个 1v 
EE +t ,使 下 QD) 一 和) 十 vt@). 根 定 # 及 vv 在 BCW,》 上 决定 
的 测度 是 7 及 7 ,那么 
Bs = 7, + 7 
当 mm -> co 时 ,7。 及 7; 分 别 深 政 化 (至少 有 子 列 浑 收 敏 ) 于 4 上 的 
正 测度 了 及 .现在 全 ,w, 浑 收 笋 于 本 ,所 以 ,ss 一 了 十 六, 这 表示 
对 任何 (8) 集 ECA， 
, l1， 当 全 上 上 ， 
ED YE = 0， 当 SE 太 
因此 ,7Y 和 和 六 的 支柱 都 必须 是 {5S};,Y 和 六 都 是 ss 的 常数 生 ,由 此 得 
xz 和 ww 部 是 民 s 的 负数 倍 , 所 以 下 s 极 小 ,了 从 而 有 53 极 小 . 
必要 性 如 时 3E4 极 小 ,那么 天 5 人) 极 小 .如果 65.r 有 于 
列 浑 收敛 于 入 上 一 个 正 测度 77, 那么 由 引 理 2,Y 的 支柱 只 能 是 
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si. 国 为 如 果 y 的 支柱 包 售 一 点 S' 关 SS 的话, 必须 大。 (5 和) 一 

天 (而 这 中 Martin 边界 的 定 尺 是 牙 盾 的 . 

引 理 4 假定 如 是 瑟 的 一 个 Green 子 区 域 ,W 是 如 的 子 区 
堪 , OEEW, 邢 紧 致 ,全 在 BOW}) 上 处 处 不 瘦 ,f 在 愉 连 续 , 那 和 
| assw 关于 Se 4 连续 

证 明 随便 取 一 点 $oE4 对 任何 一 个 正 数 s,$。 有 一 个 邻 瑾 
UU, 使 IKKCGS,Q) 一 天 (So 但) | < 之 8 对 QE BOW) 一 致 地 成 立 . 

假定 多 (OA) 了 ;其 中 安 CONie 表示 所 有 支柱 是 号 
{ 名 的 紧 子 集 的 无 眼 次 可 微 的 函数 人 全体, 那么 存在 一 个 支柱 紧 致 


的 测度 ,使 f(Q) = |KCP,QydXler). 因此 ,由 Fubini 定理 
| | fags.w 一 as 


= | Kp, acs (eo) — Ss,.wCea) daCer) 


GQ,Q,) 
_ | BK ,Pdes.wteo) 8; .wea) dAler) 


GQ,Q,) 

< up, GF.0,) 
PE2 的 支柱 

由 于 任何 在 总 里 连续 的 函数 了 在 BO) 上 可 以 被 一 列 属于 

EGRY) 的 函数 所 一 臻 地表 近 , 这 里 VV 是 B&, 的 任意 一 个 令 域 ,V 


SW, 我 们 看 到 |fd5sw 在 5。 连续 ， 1 

引 理 5 加 是 已 , 集 , 是 Ges 集 ， 

证 明 ”在 户 蛙 连 续 的 函数 全 体 记 作 .2 (DD ). 在 一 致 收 敏 拓 
扑 下 ,.% CB ) 是 一 个 有 可 列 基 的 实 线性 空间 . 因此 可 取 可 列 个 属 
于 .2 六) 的 函数 ,它们 全 体 .2 在 :汉人 ) 里 处 处 筒 密 . 

取 一 列 单调 增加 子 区 域 信 。 收 分 于 人 0, 环 。 紧 臻 并且 研 。 在 
BW ) 处 处 不 瘦 , 由 引 理 3 知道 一 点 SE A 极 小 的 充分 而 且 必 要 
的 条 件 是 {5s,w } 有 一 个 子 列 浑 收敛 于 ts: 因 此 


elalcn). 


= 门 门 站 U {sis e 4 并 且 || asw 一 o9|< 


口 bn bm | 
= 
Co Lm 


em 
"hh 


一 (} 门 {sls e 4, 并 且 | jacesw — t5) | 六 


jmml fe m= i=m 


由 于 |fd(6s.w, 一 ez) 在 A 上 连续 ， 
{SIs e 4, 并 且 | | 7adasw es) 


> 了 | 
是 闭 集 .因此 ,ao 是 。 集 ,4 是 Cr 集 ， | 
引 理 6(Stoane 遂 近 原理 ) 假定 蕊 是 一 个 紧 致 的 拓扑 空间 ， 
AH 是 .KX) 的 线性 子 空间 , 当 gE 二 1,2) 的 时 候 , min{g， 
82} EH 又 对 任何 X 里 不 同 的 两 点 已; 及 已 ,存在 六 和 .到 及 六 
E .到 使 


了 下) 一 万 (PDF 记 (P 天 0， C5. 7. 之) 
那么 ,在 一 .YCX), 这 里 YK) 理解 为 一 致 收 钱 拓扑 下 的 拓扑 空 
闻 . 
证 明 由 假定 知道 对 外 里 任 何不 同 的 两 点 Pi 和 疡 任何 两 
个 不 同 的 实数 a 和 a;, 存 在 一 个 函数 了 Ez 合 f(P) 一 ai(i 二 1， 
2), 
假定 EY(X),e 半 0. 对 两 个 不 同 的 点 P 和 包 , 取 一 个 滑 数 
六 ooE.- 近 ,使 
ro) = PY, frotQ) = FQ). 
令 
Gpo = {P'|P' E 碟 ,并 且 fpotP') < FOP') + e}, 
那么 对 每 个 固定 的 PEE, {Gre} 是 羡 的 一 个 开 材 盖 族 ;因此 包含 
一 个 有 限 子 覆盖 族 {Gra). 令 fr = minfro,, 那 么 fr € -AH, 而 且 
fr f+te, frlP) = fpP). 
令 


Gr = (QIQ E XH fr(Q) > QQ) Es 


那么 {Gr}( 短 瑟 ) 是 于 的 一 个 开 团 盖 族 ,因此 包含 一 个 有 限 子 履 
证 族 {Gp}. 令 1 一 maxfr, 一 一 mint— fr) ,那么 fo 入 .三 , 而 且 
[天 一 站 <s， I 

Stone 定理 是 Weierstrass 客 项 式 道 近 和 定理 的 著名 的 推广 . 浇 
足 引 理 6 里 的 很 设 的 - 丰 ( 除 了 (5.7.2) 以 外 ) 通 常 称 作 在 极 太极 小 
意义 下 构成 一 个 四 角 格 局 或 者 格子 dattice). 

定理 5.7.2 根 定 如是 吾 的 一 个 Green 于 区 域 ,Y 是 分 布 在 
下 的 Martin 边界 上 的 一 个 正 测度 ,那么 存在 一 个 唯一 的 分 布 在 
A 上 的 正 测度 7 使 

|x,Q) dy(er)y = |K(P,Q)dY Ce), QEAN. 


证 明 取 一 列子 区 域 W, 单调 增加 地 收 合 于 2,W。, 紧 至 ,2。 
二 W。 并 且 友 , 在 BCW) 不 瘦 . 把 下 列 正 调和 函数 
2(Q) = | 天 CP:Qodyceo) 
在 皇 ( 针 上 决定 的 测度 记 作 思 . 不 妨 假 定 因 (5 至少 有 一 个 子 列 ) 
浑 收 合 于 一 个 分 布 在 A 上 的 正 测度 沁 当然 
q(Q) = TQ), QEN. 
因此 只 要 证 明 Y(A) 二 0 就 行 了 . 
我 们 先 证 明 :如 果 / € .24(D ) ,那么 当 和 co 时 ,|7aasw。 
按 测度 7 收 钱 于 A(S),$S E 4. 也 就 是 说 ,对 任何 正 数 e， 
lm 7{ {sts € 4 并 且 | | acesw — so) |>e)) = 0 


(5.7.3) 
把 属于 .2( 碳 》 并 日 满足 (5. 7.3) 的 落 数 全 体 记 作 . 乏 , 那 委 
. 徐 是 一 个 线性 空间 ,并 且 如 果 修 ELRE ER 则 一 min{f， 


户 } E .A 事实 上 ,因为 当 严 -oo 时 ,| 六 dsw。 按 测度 7 收 化 于 
FHI = 1,2) ,所 以 inin 上 5 dns.m 按 测 度 Y 收 傅 于 minfi1(3》 一 
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A(S), 所 以 
ti [enin fas, 一 aa 


NE 
一 心 ， 
因此 


min | dasw 一 | fdbsw -0 


按 测度 了 成 立 , 因 此 FE .和 
把 支柱 是 吕 的 紧 致 子 集 的 连续 函数 全 体 记 作 .%, (0) ,那么 
显然 OC- 友 , 
假定 .AE .52 ) ,并且 当 zn 充分 大 时 ， 
F(P) = K(PQ), PEN\NWW, QQ,, 
那么 对 SEA， 


f (5) = gun(Q) = | assw ， 


因此 FE -A. 

现在 如 有 果 .3, 和 $: 是 A 上 不 间 两 点 ,那么 由 于 天 , ,KKs 是 不 同 
的 函数 ,我 们 可 以 在 名 里 取出 @, 和 ;使 

Ks (全 天。 《fs ) 一 Ks (WKs 《Gu 关门. 
对 天 s ,天 s 又 各 可 局 作 上 面 所 说 的 .好 里 的 函数 方 和 f;, 于 是 得 
到 
FID Ss) 一 万 (CS 六 65 天 

因此 当 3, 和 5; 至少 有 一 点 属于 总 的 时 候 也 这 样 ,因此 ,由 Stone 
定理 ( 引 理 们 知道 .在 .YD ) 里 稠密 .可 是 ,在 一 致 收 黎 拓扑 下 
-本 是 闭 的 ,因此 .逐一 : 吧 5C8), 这样 就 说 明了 (5. 7.3? 对 所 有 的 
FE H(A 成立， 

由 (5. 7. 3) 得 到 Y(A) 一 0. 
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已 证 明了 7 存在 ,再 证 明 ”唯一 . 假定 多 (4 一 0 并 且 
f =g, 
那么 对 任何 f€ .02 )， 
Jf ay = lim | |fd8s.w,) dF Cos). 
对 任何 (B) 案 e, 令 2(e) = |5sw (ed 了 (es)， 那 么 六 是 分 布 在 
BW。) 上 的 一 个 测度 ,并 且 
q:(Q) = |KOP,Q) dBs w, (end 7 (es) 


= | 人 Id FY' (es) 


= gq"(Q). 
因此 对 任何 YE 弥 (2), 即 wp 是 支柱 在 吕 的 紧 致 子 集 的 无 限 次 可 徽 


函数 ,如 果 把 CP) 写成 |K(P,Q)dAcee) 的 话 ， 
Ira 7 = ||& P,Q drea)d?, (ep) 


= [ocQydateo) 二 [BCS 


一 Jpar,. 
因此 ,对 任何 gE ,C9) ,|pd ”= [ody.. 这 说 明 
Y= 7,. 
现在 六 浑 收 敛 于 X,Y 浑 收 分 于 7 所 以 关 = 六 
从 上 面 的 证 明 过 程 还 得 到 


推论 1 假定 上 是 分 布 在 4 的 一 个 正 测 度 ,那么 由 入 所 决定 
的 测度 po (关于 前 面 所 说 的 那样 一 列 收 语 于 如 的 单调 增加 的 子 区 
域 W,,) 浑 收 仑 于 一 个 分 布 在 2 上 的 正 测度 . 特别 是 ,对 任何 3E 
4 bs 浑 收 合 于 一 个 分 布 在 4 上 的 正 测度 . 
定理 5.7.2 里 这 个 唯一 的 测度 ”,Martin 称 它 为 正统 测度 . 它 
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的 总 质量 等 于 wu(Q)》 一 g CQ,) .任何 一 个 az E .r+ 可 以 表示 作 一 
个 唯一 的 ,因此 特别 当 w(&) = 工 的 时 候 ,也 就 是 zx 所 殊 时 必 是 
总 质量 等 于 1 的 正统 测度 的 Martin 位 势 , 也 就 是 

uCQ) 一 |xcs ,Qyd7(e)，7(a) = F(A) 1 


7 可 以 看 作 分 布 在 客 的 极端 元 素 全 体 上 的 一 个 单位 测度 . KKs(Q) 
是 极 并 元 素 , 因 此 可 以 说 每 个 w€ 必 是 当 各 的 边界 上 有 某 种 特殊 
的 质量 分 布 7 后 的 重心 ,这 分 布 是 由 元 素 zx 唯一 决定 的 . 

这 是 通常 空间 中 凸 区 域 的 一 个 非常 直观 的 性 质 ,Choquet 曾 
经 根据 这 个 直观 想法 建立 了 抽 人 等 情 形 下 的 这 种 测度 的 存在 利 唯一 
性 定理 . 
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附录 ”现代 位 势 论 简介 


近 几 十 年 来 ,位 势 理论 有 了 较 大 的 发 展 . 为 了 反映 这 个 发 展 的 
概 狐 ,我 们 根据 张 鸣 针 教授 在 80 年 代 初 为 研究 生 开 设 “ 现 代位 势 
理论 ?课程 的 听课 笔记 ,整理 编写 了 这 个 “现代 位 势 论 简 介 ”( 以 下 
简称 " 简 分 ”， 作 为 本 书 正文 的 一 个 补充 . 

“简介 ”首先 对 位 势 理论 的 发 展 历 史 航 一 回顾 ,然后 分 五 个 部 
分 作 介 绍 . 其 中 8$1.$2 与 正文 联系 较 密 切 ,但 这 里 从 较 一 般 的 至 
间 上 的 一 般 位 势 核 出 发 来 讨论 基本 床 理 ,同时 采用 下 ., Riesz， 
Brelot 等 人 的 方法 ,从 上 调和 函数 出 发 在 过 空间 上 拖 述 世 劳 理 
论 ,介绍 以 简化 元 数 及 扫除 函数 为 基本 工具 的 现代 方法 ;这 里 还 以 
Constantinescu-Cornea 定理 来 统一 处 理 包 括 Martin 边界 在 内 的 
各 种 理想 边界 ;另外 ,在 给 出 Dirichlet 原理 时 ,还 介绍 了 Deny 开 
创 的 广义 函数 的 位 势 . 

8 3 介绍 Abel 群 上 的 位 势 理论 , 即 考虑 测度 核 的 位 势 .这 个 
专题 也 是 现代 位 势 理论 的 一 个 重要 组 成 部 分 . 对 于 其 中 与 前 两 书 
有 交叉 的 内 容 , 这 里 相当 于 给 出 所 谓 “ 粗 的 观点 "的 一 种 表达 . 

8$ 4 介绍 当代 最 引 人 注 目的 公理 位 势 理论 及 其 与 随机 过 程 的 
鱼 合 .限于 篇 幅 , 这 里 主要 是 给 出 各 种 调和 空 六 及 其 相应 的 基本 短 
念 .基本 思想 以 及 与 它们 密切 关联 的 部 分 结论 . 

$5 简 单 讨论 位 势 论 与 其 他 数学 分 文 的 联系 及 其 发 展 . 主要 
说 明 位 势 论 与 函数 论 及 概率 论 的 联系 . 由 于 位 势 论 与 Brown 运动 
的 密切 联系 ,位 势 论 为 概率 论 提 供 了 分 析 的 工具 , 丰 窗 发 展 了 概率 
论 :接着 探讨 了 位 势 论 对 函数 论 的 作用 以 及 对 其 他 数学 分 支 的 影 
响 . 后 者 取材 于 张 鸣 鳃 教授 的 综合 研究 报告 “ 势 位 论 的 发 展 和 影 
啊 ”(i9792“ 势 位 论 和 天数 论 的 关系 的 回顾 和 展望 “1980)- 
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最 后 以 张 鸣 乌 教 授 的 一 个 设想 来 结束 全 文 . 
“简介 ? 虽 作 为 正文 的 补充 ,但 其 本 身 有 较 太 的 独立 性 ,所 采用 
的 记号 .术语 与 本 书 正文 不 尽 一 致 . 在 正文 中 点 用 也 ,人 Q,… 表示 ， 


距离 记 为 rra, 积 分 记 为 |rCP)dp(er)， 而 在 附录 中 分 别 记 为 =,y， 


jz 一 ?| 以 及 | Frzydzkz). 在 正文 中 欧 氏 空间 记 为 ,而 附录 


中 记 为 如, 等 等 . 我 们 未 能 加 以 统一 , 好 在 两 种 记号 在 文献 中 也是 
并 行 的 ， 

为 答 明 起 见 ,附录 中 给 出 的 定理 及 结论 ,都 略 去 其 证 明 过 程 . 
限于 编者 水 平 ,错漏 难免 , 敬 请 读者 指正 . 


厦门 大 学 教学 休 位 势 论 组 
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现代 位 势 论 简介 目录 


位 势 论 发 展 简 殉 ……: Fann (250) 
§1 一 般 棱 的 位 势 站 252 
1.1 位 势 的 基本 原理 (253) 

1.2 天 容量 与 平衡 原理 ee (254) 

1. 3 ”扫除 问题 estee 和 reir. (925656) 

1.4 wa 上 调和 函数 -pe (258) 

1.5 广 福 国 元 的 位 势 (259) 
1.6 EDirichier 空间 --- (261) 

$2 抽象 位 势 及 理想 访 界 ee C26]) 
2.1 空空 间 及 抽象 位 执 ee (961 

2 站 Creen 过 间 员 和 遇 和 和 (263) 

2.3 ” 细 辐 扑 及 细 边 界 值 (265) 

2, 4 嗓 空 间 上 的 Dirichlet 问题 ee (267) 

2. 5 抽象 边界 及 极 小 边界 …………… (268) 
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位 势 论 发 展 简 史 


位 势 论 起 源 于 物理 学 的 万 有 引力 学 说 和 静电 学 . 远 在 18 世 
纪 ，,Lagrange 就 注意 到 力 场 是 一 个 函数 ( 称 为 Newton 位 势 ) 的 梯 
度 , 在 三 维 欧 氏 空 何 ,一 个 单位 质点 6 的 引力 场 在 点 x tr 关 3) 的 
Newton 和 xz 点 所 向 的 功 ， 


其 值 为 生 一 一 = 二 了 因此 ,一 个 质量 分 布 & 的 引力 场 在 x 的 Newton 
位 势 是 
U(r) 一 | 去 二 有 ae 人 


Laplace 进一步 证 明了 ,在 不 分 布 质 量 的 地 方 ,位 执 满 足 帆 微分 方 
程 Ax 一 0. 这 样 , 物 理 问 题 使 化 为 求解 偏 微 分 方程 的 数学 问题 . 

在 19 世纪 前 期 ,Poisson 给 出 了 球 域 上 Dirichlet 问题 解 的 积 
分 公式 ;Green 对 边界 充分 光滑 的 有 界 区 域 ,从 物理 直观 并 借助 于 
所 请 的 Green 函数 给 出 了 和 解 . 后 来 ,Gauss 采用 变 分 法 解 央 了 平衡 
问题 并 得 到 Dirichlet 癌 题 的 新 和 解法. Dirichlet 和 Riemann 利 由 所 
请 Dirichlet 康 理 给 出 了 解 . 在 19 世纪 后 期 ,有 Schwarz 交错 法 ， 
特别 是 Poincaré 提出 了 对 后 来 的 发 展 有 重要 意义 的 扫除 法 .但 
是 ,由 于 缺乏 足够 的 数学 工具 ,这 些 解法 是 不 严密 的 . 

在 19 世纪 ,对 解 的 性 质 也 进行 了 研究 . Earnshaw 证 明了 
Dirichlet 解 的 极 值 原理 ;Riemann 把 位 势 论 与 光 数 论 做 统一 处 理 ， 
揭示 了 Green 函数 .位 势 与 保 形 映射 之 何 的 密切 联系 ;Harnack 建 
立 了 Harnack 不 等 式 与 Harnack 收敛 原理 . 此 外 ,关于 Neumann 
问题 及 多 重 调和 苯 数 的 研究 也 有 不 少 成 果 . 

这 样 一 来 ,到 了 上 世纪 末 , 位 势 论 的 三 个 基本 原理 , 即 极 小 值 
原理 ,收复 性 质 以 及 Dirichlet 问题 已 经 建立 . 但 是 ,一 直到 紫 纪 
末 , 位 势 论 的 研究 限于 维 欧 氏 空间 的 Newton 位 势 tx 实 3) 和 对 
数位 势 cn 二 2) , 即 所 谓 经 典 位 势 论 ， 
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本 世纪 以 来 , 随 着 测 谨 各 积分 理论 . 泛 图 分析、 一 般 拓 扑 学 . 抽 
象 代 数 以 及 概率 论 的 发 展 ,位 势 论 也 得 到 萝 勃 发 展 ,开辟 了 新 的 研 
究 方 呵 ,和 倒 造 了 新 的 方法 ， 

本 世纪 初 ,一 个 重要 的 发 现 是 Zaremba (1909) 所 揭示 的 去 心 
球体 的 Dirichlet 问题 未 必 可 解 ; 更 有 深刻 意义 的 不 可 解 区 域 由 
Lebesgue (1913) 利 用 所 谓 Lebesgue 刺 给 出 . 这 导致 了 对 区 域 边 界 
不 正则 点 的 研究 和 广义 Dirichlet 问题 的 提出 , 前 者 由 Kellogg， 
Bouligand，Wiener 等 人 完全 解 汰 ;而 Perron 提出 关于 一 般 区 域 
的 广义 Dirichlet 问题 并 给 出 新 的 解法 ,经 过 Wiener, 特 别 是 
Brelot 的 改进 和 推广 ,得 到 了 解 的 存在 和 唯一 性 定理 的 一 般 形式 ， 
此 外 ,Keldysh 等 人 在 30 年 代 还 研究 了 Dirichlet 解 的 稳定 性 . 

20 年 代 中 期 ,F. Riesz 引进 了 上 (下 ) 调 和 冰 数 的 概念 ,这 为 位 
热 论 研究 提 低 了 新 的 方法 ;Riesz 分 解 定理 建立 了 上 .下 调和 东北 
与 位 势 之 由 的 紧密 联系 ;而 对 上 调和 函数 连续 性 的 研究 导致 了 细 
拓扑 概念 的 引入 . 

30 年 代 , Vallée-Poussin 用 现代 观点 改进 并 发 展 了 Peincare 
扫除 法 ;Frostman 发 展 了 Gauss 恋 分 法 ,成 功 地 解决 了 紧 集 的 平 
衡 问 题 和 扫除 条 题 .同时 ,位 扫 论 推广 到 了 非 古 典 核 的 情况 ,特别 
是 M. Riesz 核 , 它 对 飞 于 非 局 部 微分 积分 算 子 ,已 不 属于 通常 备 
微分 方程 所 关联 的 位 势 核 了 . 

从 40 年代 起 , 泛 函 分 析 , 拓 扩 学 的 方法 系统 地 引入 位 势 论 并 
使 它 发 展 到 一 个 新 水 平 . H. Cartan(1941 一 19467 利 用 Hilbert 空 
间 理 论 研究 具有 有 限 能 量 的 测度 ,得 到 很 大 的 成 功 . 同时 ,R. SS. 
Martin 建立 了 Martin 这 界 理论 , 导 琢 了 关于 正 上 调和 玛 数 及 理 
想 边 界 理论 的 深入 研究 ;Deny 用 Schwartz 广义 函数 论 解 湛 了 完 
备 化 问题 ;Choqguet 建立 了 一 般 容量 理论 及 可 容 性 定理 ,并 用 紧 凸 
集 的 极端 点 理论 改进 了 Martin 定理 的 证 明 , 此 外 ,对 于 更 一 般 的 
空间 5 例如 流 形 . 局 部 紧 的 Abel 群 ) 和 更 一 般 形 式 的 位 势 核 的 位 势 
论 也 有 了 深入 的 探讨 . 
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前 边 讲 过 ,在 19 世纪 未 ,位 势 伦 的 三 个 基本 原理 已 经 建 芯 . 进 
一 步 的 发 展 使 这 些 原 理 的 重 权 性 日 益 突出 ,因为 无 论 是 古典 的 还 
基 现 代 的 ,位 势 论 中 的 许多 其 他 性 质 可 以 由 这 些 原理 导出 . 联系 到 
数学 基础 研究 中 的 会 理化 思想 ,就 过 步 建 立 有 起 位 势 论 的 会 理化 体 
系 ,也 怠 基 会 理化 位 势 理 论 , 这 是 近 三 十 年 来 位 孝 论 迅速 发 展 中 的 
显著 特点 之 一 . Tautz,， Doob, Brelot, Bauer, Bony,， Constanti- 
nescu 和 Cornea 等 人 分 别 给 出 不 同 的 公理 系统 ,建立 各 种 形式 的 
调和 空间 位 势 论 ( 最 近 , 关 于 多 重 调和 空间 的 公理 系统 也 建立 起 来 
了 站 而 Deny 等 则 从 能 量 和 Dirichlet 积分 等 概念 出 发 建立 了 称 为 
Dirichlet 空间 的 公理 理论 ， 

正如 前 边 说 明 的 ,位 扫 论 发 展 的 显著 特点 是 广泛 地 利用 了 近 
代 招 扑 , 泛 函 分 析 , 概 率 论 等 的 思想 与 方法 ,同时 反 过 来 ,; 它 也 影响 
了 其 他 数学 分 支 的 发 展 . 我 们 可 以 看 到 它 越 来 越 广 泛 深入 地 与 相 
邻 分 支 , 如 复 分 析 (和 包括 Riemann 曲面 } .拓扑 学 .几何 测度 论 、 徽 
分 几何 ,微分 方程 ,调和 分 析 等 相互 结合 与 渗透 . 例如 它 与 随机 过 
程 论 之 联系 的 深入 研究 ,同时 促进 了 这 两 个 分 支 的 繁荣 与 发 展 .在 
Doob ,Hunt，Meyer 和 钟 开 药 等 人 出 色 工 作 的 蕉 础 上 所 产生 的 所 
谓 概 率 位 势 论 或 Markov 过 程 位 势 论 及 有 关 课 题 , 正 吸引 着 大 批 
学 者 去 做 深入 的 研究 . 


8 1 一 般 核 的 位 势 


设 吕 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 , 尺 (x,y) 是 从 总 关 吕 到 
《一 so 十 co 的 下 半 连 续 函 数 , 庆 是 了 adon 测 度 ( 当 产 袜 0 时 称 为 
正 测度 ) , 则 LRCz) 二 |K Czy)decy) 称 为 以 下 为 核 的 上 的 位 势 ， 
或 称 为 一 般 核 的 位 势 . 
显然 , 当 核 不 同 的 时 候 , 所 得 到 的 位 势 一 般 说 来 具有 不 同性 
质 . 若 帮 (zyy) 闻 0 恒 成 立时 , 称 天 为 正 核 : 若 天 (Cry) 一 
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KGOy,X), 刚 称 六 为 下 的 转 置 核 ; 当 厂 = 天 时 , 称 为 对 称 核 ;: 当 吕 
是 上 bel 群 而 下 满足 K(x ,7y) 一 k(x 一 y) 时 , 称 下 为 平移 不 变 核 ; 
若 对 任何 具有 紧 支 柱 的 测度 yy, 有 


有 Fo := ls (zs yd du(y) S20, 


IrLx] 也 可 记 为 (pn 则 称 天 为 正定 核 ; 若 上 式 等 导 仅 当 闫 一 0 
时 成 立 , 则 称 五 为 严格 正定 枝 ,或 满足 能 量 原理 . 这 里 顺便 提 一 
干 , 天 Cn := | ,wancr)dvy) HH wz 的 相互 能 量 , 关 Co 
也 可 以 记 为 ( 产 ,200. 

特别 情况 , 当 已 为 欧 氏 空间 到 ,K(xr,y)} 一 Es ?| 一 人 其 中 
| | 是 欧 氏 范 数 , 宇 2:0<a<m 刚 称 天 为 g@ 棱 或 M.Riesz 梳 . 
它 是 一 个 正 的 .对 称 的 .平移 不 变 的 .严格 正定 的 核 .x 核 的 位 势 笛 
记 作 DO， 称 为 ww 级 位 势 或 者 Riesz 位 势 .级 能 基 


| 一 ydnCzydufyy 记 为 LL[1] 或 (pvp)". 当 n> 2,2 级 位 执 


就 是 Newton 位 势 ; 而 当 nn = 二 2 时 ,Ktzxyy) 一 一 loge| 工 一 了 | 为 对 
数 核 ,其 位 势 即 对 数位 势 . Newton 位 势 与 对 数位 势 合 称 为 经 典 位 
势 , 它 们 与 Laplace 方程 有 直接 联系 ;而 一 般 的 “级 位 势 则 联系 于 
非 局 部 微分 积分 算 子 . 


1.1 位 势 的 基本 原理 


对 一 种 固定 的 核 玉 , 常 考 赎 其 对 应 的 位 势 ![ 疏 是 否 满 足下 述 
一 些 称 为 原理 的 基本 性 质 . 令 Ah 是 任意 正 测度 , 令 supp(m) 表 
示 测 度 Am 的 支柱 . 

《1) 车 由 5 在 supp (1) 连续 可 推出 UK 在 如 和 连续, 则 称 下 满 
足 连 续 性 头 理 {continuity principle》， 

《2) 车 由 [ 开 委 时 在 supptp) 成 立 可 推出 5 委 于 在 归 成 立 ， 

则 称 天 满足 第 一 极 大 值 原理 ; 

《3》 若 存在 常数 c 二 ctK) 使得 由 避 % 志 衣 在 supp (A 成 江 可 

253 


推出 履 所 cM 在 如 成 立 , 则 称 满 是 广 沁 楼 大 值 原理 

(4) 若 由 履 所 Uk 在 supp(yo 成 立 可 推出 该 不 等 式 在 吕 成 
立 , 则 称 天 满足 第 二 极 大 值 原 理 或 凌驾 原理 ; 

(5) 车 对 任何 满足 大 1 过 c,E 四 < ee 的 正 测 度 ww， 由 
UK 二 CK 在 suppCpy Usuppt 似乎 处 处 成 立 可 推出 产 = 沁 则 称 
天 满足 唯一 性 原理 ; 

《6) 车 对 任意 py,»v 存 在 4 使 得 (x) 一 min{ft 人 (zzy}， 
则 称 天 满足 下 包 络 原理 (CUx 称 为 UE 及 Uk 的 下 和 包 绪 ). 

比 外 ,还 有 7) 能 量 原理 , (8) 弱 平衡 原理 ; 59) 平衡 穆 理 ; 
《10) 打 除 原理 . 能 量 原 理 在 本 节 开 头 已 讲 到 .平衡 河 理 .扫除 原理 
及 其 有 关 的 平衡 问题 .扫除 问题 将 在 下 边 现 段 中 进一步 说 明 . 这 两 
个 问题 以 及 Dirichlet 问题 是 经 典 位 势 论 的 三 大 基本 问题 ,也 是 现 
代位 势 论 研究 的 重要 内 容 . 

在 一 定 条 件 下 ,一 些 原 理 之 本 有 蕴涵 或 等 价 关 系 , 下 面 用 " 息 
一 乙 ” 或 “ 乙 一 甲 * 表 示 于 原理 成 立 列 涵 乙 原理 成 立 , 而 “ 甲 丰 乙 ” 表 
示 存 在 满足 乙 原 理 而 不 满足 甲 原理 的 例子 , 那么 (2) 全 (3) 410 一 
(4),(9)-~=(8), 当天 是 正 的 广义 连续 (最 从 口 X 吕 到 [0, 十 cc] 的 
连续 的 满 射 ) 的 对 称 核 , 且 当 rz 天 y 时 取 有 限 值 ; 则 还 有 (3) 直 (1)， 
(C2) C4) 10O). 

R" 的 a 核 满足 (1),(3) ,C4),(5), (C6),C7),(8),(10); 当 0<a 
<? 而 a 之 n 时,a 核 还 满足 (2),(9), 但 当 2<a<a 时 ,存在 不 满足 
(2) 的 例子 .深入 研究 核 与 各 原理 之 间 的 关系 是 位 执 论 的 一 大 读 
题 , Choquet 及 日 本 一 些 学 者 在 这 方面 有 许多 研究 成 采 . 


1.2 下 容量 与 平衡 率 理 


本 上 段 中 限定 由 + 下 和 为 正 测度 . 对 一 个 取 定 的 核 Kk， 令 
Vl) := sup{UKCT) |z € supp {A)}, 
对 紧 集 下 , 称 Capx CF) :一 sup {C0)|Vrtp) 所 11supp(j) 丑 下 } 为 
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FF 的 下 容量 . Capx 是 定义 在 介 的 紧 子 集 全 体 上 的 一 个 非 负 集 函 
数 ， 在 一 定 条 件 下 ,Capx 是 一 个 Choquet 容量 . 称 一 个 性 质 P= 
PKz) 为 近乎 处 处 成 立 , 指 的 是 后 P 不成立 的 人 中 的 点 所 组 成 的 
集合 刀 潢 足 

VCAY oo inf{Ve Cd) | p00 = 1 ,supp UD GA} 一 十 oo 

车 对 于 任何 紧 集 玉生 0, 存 在 支柱 包含 于 下 的 单位 测度 使 
得 (zx) 在 所 上 近乎 外 处 等 于 某 个 常数 Ex(F), 则 称 核 居 满足 表 
平衡 原理 ; 若 同 时 有 U(r) 委 Ex(F) 在 有 上 处 处 成 立 , 则 称 玉 满 
足 平衡 若 理 . 一 个 正 的 ,对称 的 .广义 连续 的 核 满足 平衡 原理 的 充 
要 条 件 是 它 满足 第 一 极 大 值 原理 . 一 般 地 , 当 Ex(tF) 守 0 时 ， 


Capx(P — EEy: 


若 核 到 满足 弱 平 衡 原理 ,那么 关于 紧 集 下 满足 翌 平衡 原理 的 
单位 测度 py 称 为 的 下 平衡 测度 当 Ex(P) > 0 时 ,4 二 瑞 -CRI4 
称 为 下 的 下 容 最 分布. 这 时 ,UX(Cr) 在 上 近乎 处 妊 等 于 1, 因此 有 
的 文献 上 把 这 里 的 容量 分 布 称 为 平衡 测度 ,这 是 因为 Gauss 平衡 
问题 就 是 求 满足 [六 在 已 上 处 处 等 于 1 的 测度 4 

特别 是 在 R" 考虑 a 核 , 令 WCF) 一 nf [pAR") 一 i， 
supp (CA) 和 下}, 当 WFR) 六 0 时 ,Cape lf) 一 WE 称 为 紧 集 下 
的 «容量 . 它 是 一 种 Choquet 容量 且 为 关于 a 核 的 民 容量 .与 
Newton 容量 类 似 , 可 定 羡 三 外 (内 ) 容量 、e 零 内 容 集 ,a 零 容 集 等 
概念 ,a 核 浦 足 平衡 原理 , 这 时 下 的 容量 分 布 4 满足 TL4 = 
CapeCF) = XR). 当 Caps(F) 六 0 时 ,4 可 看 成 下 列 各 庄 分 问题 的 
唯一 解 ， 

(C1) AR) — max{(yCR) IY) 一 1:suUppioy CO Ff}, 其 中 

VA := sup {Ut Cx) |x €E supp twW}} 
(2) VA = min{V (tr) | supp (0) 所 下 是 一 《ape 
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《3) 了 [4 一 中 (本 ) 一 ininf Lv] 一 2 了 | supbt yy CF}. 
并 且 ,a 容量 与 Newton 容量 或 对 数 容量 一 样 , 也 满足 容量 压缩 原 
理 且 可 用 广义 超 限 直径 来 摘 绘 它 的 度量 性 质 . 

与 容量 ,特别 是 零 外 容 集 ,密切 关联 的 一 个 概念 是 极 集 (polar 
set). 对 如 的 子 集 EE 及 取 定 的 核 玉 , 阁 存 在 使 得 位 加 Ux(r) 在 E 
上 总 点 取 十 吕 和 值 , 则 称 碧 为 关于 核 天 的 极 集 或 站 极 集 . 据 假 定 , 开 
是 下 半 连 续 的 ,所 以 {x |Dk(x})= 十 品 } 必 是 GG 型 集 ; 而 且 民 极 集 
必 是 天 零 外 容 集 . 特别 ,关于 启 的 Newton 被 (x 汪 3) ,Evans 定理 
指出 , 阁 瑟 为 Gi 型 零 容 集 , 则 必 存 在 一 个 集中 在 天 上 的 测度 使 
得 Uk(z) 在 到 上, 且 仅 在 上 在 上 取 十 必 值 . 而 对 a 核 ,E 为 a 极 集 被 
定义 为 存在 p(y 未必 集中 在 EE) 使 得 Ui 在 上 , 且 仅 在 EE 上 取 
值 为 十 oe. 从 而 三 为 & 极 集 当 且 色 当 五 是 x 零 容 的 Cs 集 . 这 个 结 
论 也 称 为 广义 Evans 定理 ， 


1.3 “扫除 问题 


， 称 核 KK 满足 扫除 头 理 , 指 的 是 对 只 的 任何 紧 子 集 王 及 满足 
[全 天 十 co 的 正 测度 上 ,扫除 问题 有 解 , 邵 存在 正 测 度 x :一 Brp， 
supp(A)》 忆 下 , 使 得 

U(x) SE Uz) 

在 各 中 处 外 成立 ,而 其 中 等 导 在 扩 上 天 近乎 处 处 成 立 . 这 祥 的 jx 
= prp 称 为 把 正 质量 ( 正 测度 )p 扫 芭 六 的 扫除 测度 Cbalayage 
measure) ;U* 称 为 天 扫除 位 势 . 求解 扫除 测度 的 过 程 叫 扫 除 . 

当 旭 一 庆 ,0<a 太 2,0<Zn 时 ,a 核 满足 扫除 原理 ;而 当 2<a<<n 
时 ,关于 ae 核 的 测度 打 除 一 般 无 解 ,但 可 采用 Deny 的 方法 求 广义 
涌 数 的 扫除 ( 见 1. 5), 本 段 仅 涉 及 0<a 委 2 的 测度 扫除 . 对 于 一 般 
的 Borel 集 五 ;如果 仅 要 求 凡 一 庆 A 集中 在 互 上 , 即 呈 (CR 站) 一 0 
时 ,关于 & 核 的 测度 打 除 也 有 解 ,但 可 不 唯一 为 此 ,把 其 中 作为 测 
订 网 1Brwn}rer( 这 里 .多 是 五 的 紧 子 集 人 全体 以 包含 关系 为 序 的 是 
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向 集 ) 的 浑 极限 x 作为 “的 扫除 注 度 , 它 具 有 如 下 特征 ;凡是 在 已 
上 za 似乎 处 处 ( 即 除去 一 个 < 零 容 子 集 外 ) 满 足 U(x) 这 7 (7) 
的 位 势 族 {D zy) 的 下 确 界 获 数 ， 

对 于 < 能量 有 限 的 正 测度 usa 扫除 与 经 典 位 势 中 的 扫除 一 
样 ,Cartan 定理 成 立 . 由 于 a« 核 满足 能 量 原理 ,a 能 基 有 限 的 测度 全 
体 .以 a 级 相互 能 量 1.64,p) 一 | |z 一 y1"dXCz)dpCy) 为 内 积 
构成 实 的 准 Hilbert 空间 (或 候补 Hilbert 空间 ) ,其 中 正 测 度 全 体 
2; 及 支柱 包含 于 紧 集 下 的 正 测度 全 体 4+ CF) 都 是 .的 完备 四 子 
锥 ,于 是 ,pe Er 在 + (F) 的 正 交 投影 存在 是 唯一 , 它 就 是 4 到 
的 a 扫除 测度 . 

关于 a 核 的 扫除 . Dirac 测度 上 到 Borel 集 五 的 扫除 测度 pre。 
称 为 五 的 -Green 测度 , 对 任意 正 测度 w， 

pop 一 | Bredp(z), 


suppte? 


2-Green 测度 又 称 Green 测度 . 

进一步 ,xoEE 称 为 Borel 集 志 的 a 正则 点 指 的 是 fre, = 
当 上 汇 不 成 立时 , 称 zo 为 巨 的 a 非 正 则 点 .的 内 点 必 正 则 ,因此 
a 非 正 则 点 必定 是 EE 的 边界 点 .一 个 Borel 集 EE 的 a 非 正则 点 全 
体 El 可 能 比 集 EE 还 大 ,其 至 存在 这 样 的 瑟 , 使 得 a 容量 Caps(E1) 
与 Capet 上 ) 之 比 可 太 于 任意 事先 指定 的 正 数 .但 Kellogg 引 理 指 
出 五 门 五 |; 必 为 g& 零 容 集 . 值得 注意 的 是 ,一 个 开 集 你 的 ea 正 出 点 
与 “正则 边界 点 的 售 义 是 不 同 的 ,后 者 指 的 是 RN\W 的 4 正则 点 ， 
它 与 调和 函数 的 Dirichlet 问题 有 关 . 2 正则 点 就 是 通常 关于 
Newton 核 的 正则 点 , 著名 的 Wiener 判别 法 指出 ,zeE 吾 (五 ?为 瑟 
的 & 非 正则 点 的 充 要 条 件 是 对 gE (00,1) 及 

Eixzle TE |r zl < } NE, 

有 3 ~ 20 


R=! 


它 还 有 一 些 别 的 等 价 形式 . 

利用 = 扫除 还 可 以 是 六 aoGreen 国 数 , 对 到 的 开 子 集 忆 中 的 
点 y: 用 忆 表示 5 到 RD 的 a 扫除 测 诬 ,那么 

Gx UL, (xz) ~ US Cx) 

称 为 以 y 为 极 的 也 的 -Green 函数 . 特别 ,2-Green 函数 就 是 通常 
的 Green 晴 数 .G 具 有 如 下 性 质 ， 

(1) 在 局 中 ,G0; 在 RMND,G 中 做 平 处 外 为 0; 

(2) 在 DN\{y}, 和 作为 xz 的 函数 为 a 调和 且 在 的 领域 与 a 护 
具有 相同 的 奇 性 ; 

(3) 对 称 性 , 即 G™ (zy 一 会 (yr) 


1.4 a 上 调和 函数 


在 本 申 中 ,者 没有 另外 申明 ,都 限定 0<a<2,a<n. 从 疡 到 
Lo 二 co 的 画 数 六 na>2, 吉 满足 下 述 条 件 则 称 为 x 上 调和 函数 ， 
(1) 了 非 负 下 半 连 续 且 了 天 十 oi 


(2) | fw lel "ar <+ om; 
1 工 | 闻 1 


《3) 对 每 个 工 各 户 , 对 充分 小 的 正 数 7 总 有 
E x fir) 一 | rz 一 yde (Cy) < fx), 
其 中 
0， 当 |31|<y， 

a ww jet sin Try) yl”"， 当 | yi 

例如 ,jy 宇 0 时 ,a 位 势 吕 ,为 a 上调 和沙 数 但 不 是 上 调和 丘 数 
(有 了 时 为 了 方便 ,也 把 上 调和 联 数 称 为 2 上 调和 函数 )1 而 当 2<sse 
nn 时 ,4 是 2 上 了 上 调和. 

a 上 调和 阔 数 上 及 其 序列 { 六 } 有 许多 类 似 2 上 调和 的 性 质 . 
例如 ,对 固定 的 正 数 rr,fFxe (z) 仍 为 w 上 调和 且 当 ”递减 趋 于 0 
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时 ,Faxe (zi-7z)i 若 在 某 个 mmE 可 ,7 达到 极 小 值 , 则 (x) 二 
f(zo) ;不 减 列 {ff,} 的 极限 要 么 性 等 于 十 oc ,要 人 么 为 w 上 调和 ， 

革 本 到 (一 ce ,十 ce) 的 函数 了 称 为 在 ro 有 吕 为 «调和 的 ,着 
满足 下 述 条 件 ， 

(》 了 在 zo 的 一 个 邻 域 连续 ; 

(2) | Fx) [zl +"dz < oo 


正本 下 


(3) 对 充分 小 的 正 数 7, 恒 有 (ro) 一 6 * (xo). 
若 了 上 在 集合 DCR 的 每 个 点 为 a 调和 ,就 说 在 为 调和 . 例 
加 a 伍 孝 Uy 0 在 + 的 支柱 外 为 a 调和 ; 常 值 函数 在 Rr" 为 uu 
调和 和 . 

值得 注意 的 是 ,测度 ”的 支柱 为 {zx||z| 污 rr}, 因此 a 调和 及 
a 上 上 调和 都 不 是 局 部 性 质 . 又 & 调和 函数 为 a 上 调和 当 且 仪 当 了 
30. 这 是 明显 区 别 于 通常 调和 及 上 调和 的 两 个 特点 .但 对 上调 
和 请 数 便 有 类 似 的 Riesz 分 解 ,特别 当 ww 汪 3 时 ,这 种 分 解 有 简单 
的 形式 

f(x) = Ut (x) 十 4， 

其 中 pez0,4 是 非 负 常 数 . 若是 a 调和 , 则 j=0, 即 f==4. 


1.5 厂 妇 函数 的 位 势 


从 站 到 [一 = ,十 ooj] 的 函数 六 若 存 在 自然 数 关 ,使 得 
eola 十 |x| "dr < ce， 
就 称 了 为 缓 增 函 数 . 缓 增 函数 全 体 记 为 2” . 若 广 义 函 数 关 的 
Fourier 变换 站 是 通常 函数 (只 要 求 几 乎 处 处 有 定义 ) 且 满足 下 六 
0 中) ES 时 , 刚 称 二 为 广 必 国 数 棱 ,这 时 必 有 大人 E 3. 例如 ， 
正规 化 的 0 机 下 1<a< may 其 中 A ee) 
于 | /| 各) ,有 名 一 Iz1-“E 97'. 因 此 如 是 广义 表 


— nx irl”—° 


数 核 . 
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取 定 一 个 广义 国 数 核 训 , 记 A :二 {ft € 97' i 为 函数 且 1 的 能 
二 1z* 一 人 Edz < o0)..H 关于 内 积 
人 一 | 和 Cr) Cr dr 


成 为 Hilbert 空间 若 t1E .A, 则 iE 57' ,因此 可 确定 一 个 满足 疡 
一 站 的 广 文 画 数 刀 , 称 之 为 上 的 以 大 为 广义 邱 数 核 的 位 势 或 广义 
汞 数 的 位 势 . 特别 是 , 当 : 的 支柱 为 紧 时 ,有 二 让 #1, 与 1 为 测度 
时 的 位 势 表 达 式 一 致 ;而 当 ? 宇 0 时,U' 为 函数 . 

利用 投影 算 子 ,可 对 广义 函数 的 位 执 讨 论 容量 ,扫除 和 平衡 问 
题 , 下面 以 上 为 例 来 说 明 . 这 时 ,- 逐 表示 < 能 量 有 限 的 广 尺 函数 
全 体 , 它 就 是 能 量 有 银 的 Radon 测度 全 恒 瑟 以 相互 能 量 
7 为 内 积 的 准 Hilbert 空间 的 完备 化 . 若 把 -和 受 中 那些 支柱 包 
含 于 R" 的 紧 子 集 责 的 广 闵 函数 全 体 记 为 . 巡 k, 那 么 -Wk 是 .从 
的 子 Hilbert 空间 . 替 - 肥 到 .和 的 投影 存在 且 唯 一 , 且 区 (Cr) 一 
Ur (xz) 在 KK 的 内 部 ( 开 核 ;} 上 上 几乎 处 处 成 立 . 这 时 , 令 bxt :一 乡 ， 
称 为 广义 茹 数 t 到 紧 集 下 的 扫除 . 

又 ,在 下 中 满足 U(r) 三 1 的 .A 中 元 素 g( 这 样 的 g 必 存 
在 ), 其 扫除 g' = Brg 是 -Ex 一 人 中 使 上 一 g ?达到 极 小 的 
唯一 解 . 这 个 g' 称 为 六 上 的 平衡 分 布 ,又 称 上 g' 是 为 下 的 谱 测 度 . 
当 0<a 委 2 时 ,它们 分 别 与 把 刀 看 成 一 般 核 时 的 容量 测度 及 “ 容 
量 一 致 :而 当 a 关 2 时 ,前 面 已 说 过 ,基于 测度 的 扫除 问题 一 般 无 
解 ,但 这 里 则 用 广义 函数 的 扫除 解决 了 . 

特别 ,对 广 六 函数 核 二 ,到 中 广 广 末 数 上 的 位 势 灵 称 为 广 吕 
函数 的 Newton 位 势 , 它 是 及 上 的 BEL。 晒 数 且 

几时 一 去 | grad DCzylsdz: 
反之 ,任何 BL 邢 数 几 平 处 处 等 于 某 个 广义 国 数 的 Newton 位 势 . 
双 层 位 势 可 视 为 王 的 特殊 情形 .这 里 所 请 BL, 函数 指 的 是 从 站 到 
[一 <, 十 so] 的 满足 下 列 条 件 的 函数 
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f(x) 是 的 分 量 = 的 绝对 连续 函数 ; 


(2) 在 玉 上 ;PDF 门 一 | gradfl*dz < 

(3 lim | fendr ~ 0， 

1 .看 Dirichlet 空间 

这 里 介绍 葛 空间 比 Beurling 或 Deny 所 引入 的 Dirichlet 空间 
稍为 一 般 些 . 设 蕊 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ,和 是 筷 上 一 个 处 处 
稠密 的 正 Randon 浏 度 ( 指 对 任意 非 空 开 集 GCG,&(0) 半 0). 令 名 一 
( 荆 ,5) 是 训 上 局 部 可 积 的 复 慎 函数 全 体 所 组 成 的 Hilbert 空间 . 
车 下 列 三 个 杀 件 成 并 ,就 说 多 是 Dirichlet 宝 间 : 

《1) 对 任何 紧 集 天 ,存在 常数 a(KK) 半 0, 使 得 

| ulde at) lul, ue€ 

(2) 知 . (厦门 多 在 雪 (X) 及 功 中 宇 密 ,这 里 客 (XZ) 表 示 大 
上 具有 紧 支 柱 的 连续 的 复 值 育 数 全 体 ; 

(3) 对 从 复 平面 天 其 自身 的 压缩 映射 T( 指 本 满足 TC0}==0 
及 |T(zD) 一 T(zs)| 守 |zwi 一 2z21) 太 任意 wu€ 多 总 有 TuE 多 上 且 
Tx. 

若 对 于 wxE ,存在 Radon 测度 “使 得 (x, = | au € 
光 .(X) 门 多 , 则 称 x 为 点 的 位 势 . 特别 地 , 当 pz0 时 称 为 名 位 势 . 
对 于 任何 纯 位 势 , 相 应 的 下 包 络 ,平衡 ,扫除 及 申 容器 原理 等 都 成 


立 . 
Y 2 ”抽象 位 势 及 理想 边界 


2.1 如 空间 及 抽象 位 势 


Brelot 等 人 定义 并 深入 地 研究 了 了 泪 数 在 e 的 无 穷 远 点 的 调 
. 26] 


和 性 ,并 把 R" 上 的 位 殷 论 推广 天才 空间 上 走 . 

车 从 站 (xn 实 2) 到 (一 co, 十 =) 的 耳 数 在 吕 的 分 域 调和 并 可 
. 表示 为 
/0 C6- SD, 


由 一 


其 中 忆 为 第 数 , 态 ;(z) 是 调和 的 、 关 于 = Cx sx) 的 分 后 的 齐 
& 次 多项式 ,那么 了 在 c< 有 有 限 的 极限 fo0), 它 等 于 以 任何 一 点 
zo R" 为 中 心 ,半径 充分 大 的 球面 SCx,,r) 上 了 的 平均 值 . 这 时 ， 
称 了 在 2 调和 , 进一步 ,上 在 ce 的 上 (下 . 超 . 亚 ?调和 等 概念 也 订 用 
平均 信 来 相应 定义 ， 

一 个 连通 的 可 分 的 Hausdor{f 空间 2 车 满足 下 述 条 件 则 称 为 
空间 ;对 每 个 点 7x € 如 ,都 存在 一 个 开 邻 域 V; 及 一 个 从 六, 到 本 
二 Rr" UU {100} 的 一 个 开 集 上 的 同 胜 y 一 mr.(y) ,使 得 对 任何 两 点 
zz €€ 轴 , 它 们 所 对 应 的 开 邻 域 V, 及 V, 之 交 V, 门 V, 的 同 凸 
像 mw CV 间 V ,及 mstV, 站 V5,) 在 映射 ms,。mx， 之 下 是 共 形 
的 ( 当 n 二 2 时) 或 保 距 的 且 保 持 < 不 变 ( 当 nn 这 3 时 ,此 时 oo 的 
原 像 称 为 上 的 元 穷 远 点 ). 

于 是 ,总 上 的 调和 、 上 下) 调和、 超 { 亚 ) 调 和 等 局 部 性 概念 可 
在 全 空间 土 相应 地 定义 .不 难看 到 ,局 部 的 Riesz 分 解 也 成 立 . 

在 号 空间 或 它 的 开 子 集 上 ,一 个 非 负 上 调和 括 数 当 其 最 大 调 
和 下 属 ( 必 存在 ) 为 常数 0 时 , 旭 称 为 抽象 位 势 或 简称 位 势 . 两 个 抽 
象 位 势 之 和 或 下 包 络 仍 为 抽象 位 势 . 

对 图 空 间 总 ,常用 到 局 部 极 集 的 概念 . 对 子 区 域 %, 集 合 EC 
称 为 w 中 的 极 焦 指 的 是 存在 w 内 的 一 个 正 的 上 调和 范 数 x, 它 至 
少 在 五 上 点 点 取 十 ce 值 ( 从 干 面 Riesz 分 解 定理 知道 ,在 天 (ma 六 
3) ,这 里 定义 的 极 集 与 前 面 用 Newton 位 势 来 定 久 的 概念 一致); 
对 开 集 w, 集 合 Ew 称 为 wm 中 的 极 集 是 指 EE 在 名 的 每 个 连通 成 
分 上 都 是 极 集 . 进一步 ,对 开 集 w,ESw 称 为 w 中 的 局 部 极 集 指 的 
是 对 每 个 zxEw, 存 在 开 邻 域 V, 使 得 五 YY- 是 VY, 中 的 极 集 , 单 点 
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集 {zo} 不 是 局 部 极 集 当 且 仅 当 ze 是 尼 Caz>3) 的 无 穷 远 点 的 原 像 ， 
性 质 己 称 为 伏 乎 处 处 成 立 , 指 的 是 除了 一 个 局 部 极 集 外 万 
立 . 
若 巨 是 区 域 w 的 局 部 极 集 且 为 闭 集 , 则 w\E 仍 是 区 域 , 且 
wNBE 上 的 任何 局 部 下 有 界 的 上 调和 函数 可 唯一 地 延 拓 成 “的 上 调 
和 函数 . 


2.2 Green 空间 


一 个 亏空 间 如 称 为 Green 空间 指 的 是 人 上 存在 一 个 (抽象 ) 
位 势 n>0, 或 者 说 存在 一 个 非常 数 的 上 调和 冰 数 v>>0. 例如 痛 *， 
R" 及 Riemann 国 面 都 是 字 空间 :当空 3 村 , 员 " 及 其 子 区 域 都 是 
Green 空间 ,Re 或 复 球面 不 是 Green 空间 ,但 从 中 除去 一 个 正和 容 
开 集 后 的 连通 成 分 是 Green 空间 . 

Green 空间 的 子 区 域 们 是 Green 空间 ;2 空间 则 若 不 是 
Green 空间 , 则 其 子 区 域 w 是 Green 空间 当 旦 仅 当 ww 不 是 局 部 
慨 集 , 在 Green 空间 只 中 ,局 部 极 集 等 价 于 极 集 . 

在 Green 空间 刁 中 ,zwEER, 那 些 在 {ro} 调和 和 的 所 有 从 上 
的 位 势 都 是 成 比例 的 ,其 中 满足 下 列 条 件 的 位 势 称 为 抽象 Green 
函数 或 简称 Green 函数 , 记 为 GI 或 G6: 令 有 (7) = 一"( 当 于 六 3) 
或 一 loger( 当 n= 2) ,其 中 >>> 0, 那 么 在 zo 的 邻 域 ,G(x) 可 以 表 
示 为 
再 za CF) 一 ms Creo) |) + hm (x)), 

当 ms (To) 关 co， 
— hem CE)l) + hs Cm (CF), 

当 mz zo) = co， 
其 中 天 ,有 调和 , 显然 , 当 {z。+ 不 是 极 集 时 ,6G (y) 是 有 界 连 续 的 . 
G, 满足 对 称 性 , 即 GCy) = Cr) 因此 往往 记 为 G(x,y). 


在 Green 空间 旭 上 ,对 任何 正 测度 p» |GCrsy)dey) 是 超 调 
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和 洱 数 , 它 要 么 是 位 势 ( 称 为 Green 位 势 ), 要 么 恒 等 于 十 cc 反 

之 ; 昌 上 的 任何 位 势 都 是 Green 位 势 , 这 时 GCr,y) 称 为 Green 核 . 
在 中 上 ,Riesz 分 解 定 理 成 立 , 即 如 上 的 任何 一 个 有 调和 下 属 

的 上 调和 范 数 * 必 对 应 唯一 的 正 测度 g(t 称 为 相关 测度 ) 使 得 


rt 工 ) 一 [Gr,ydpcy) u(x), TED, 


此 处 xz" 是 zx 在 吕 的 最 大 调 积 和 下属, 这 个 分 解 还 具有 局 部 特征 , 即 
在 肌 的 任何 子 区 域 w 上 ,在 “的 限制 也 是 & 在 名 的 相关 测度 . 
义 Green 核 满 足 扫 除 原理 ,而 且 关 于 测度 的 扫除 可 以 通过 下 述 扫 
除 通 数 来 定 六 , 简化 函数 及 扫除 函数 是 用 来 研究 上 调和 明 数 位 势 
论 的 有 力 工 具 , 它 们 可 在 更 一 般 的 空间 上 定义 . 

设 士 是 一 族 从 拓扑 空间 (fr 到 [0, 十 01 的 下 尘 连 续 函 数 所 
组 成 的 凸 锥 . 对 于 吕 的 子 集 玖 及 乒 上 有 定义 的 实 函 数 请 , 称 
Riz) 二 inffaegzrylzE 下 有 zz 之 姜 为 在 下 的 简化 国 数 (re- 
duced function), 

在 Green 空间 品 上 , 常 取 二 为 非 负 想 调和 函数 全 体 . 对 上 上调 
和 函数 f 实 0,R? 似乎 处 处 等 于 上 调和 函数 RECr), 这 里 赔 (x) 
:一 limRY (y) , 称 为 了 的 上 调和 扫除 函数 , 它 在 0Q\E 调和 而 且 必 
包 三 在 有 中 点 点 成 立 , 其 中 等 号 在 妞 上 似乎 处 处 成 立 . 这 时 , 正 测度 
4 的 位 势 & = |Gkz,y?dw(y) 的 扫除 函数 蕊 是 另 一 个 正 测 度 ( 记 
作 此 } 的 位 执 , 这 个 磺 称 为 六 到 EE 的 扫除 测 讼 , 它 集 中 在 的 基 Bs 
:一 { 代 | 五 在 工 不 瘦 } 三 三 .因此 , 当 五 是 财 集 村 , 久 就 是 关于 Green 
核 的 扫除 问题 的 解 冯 = BE, 此 外 ,E 是 极 集 当 且 仪 当 下 列 命 题 中 

《a) 对 任 从 上 调和 函数 />0, 有 RF 二 0; 

(by 如 上 存在 一 个 数值 函数 A>0 使 得 RF 在 某 个 点 x 所 旭 
取 零 值 ( 特 别 RE(zrey 一 0 或 等 价 地 请 一 0; 

(ce》 辣 <1 处 处 成 立 . 
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上 调和 函数 J 关 0 到 一 个 区 域 w 的 余 集 C(w) 的 扫除 函数 
PR” 在 om 的 限制 就 是 以 了 为 边 和 值 的 广义 Dirichlet 问题 的 解 . 不 
过 , 若 驯 非 紧 , 则 应 补充 定 交 证 的 Alexandroff 边界 点 ce 上 了 的 值 
fo0) 一 0. 又 , 当 玉 为 紧 且 非 极 集 ; 则 Rf 给 出 了 Gauss 平衡 问题 
的 解 , 它 在 五 上 似乎 处 处 等 于 1. 


2.3 细 拓 扑 及 细 边 界 值 


设 ( 玉 ,人 是 拓扑 空间 , 鲁 是 一 族 从 芒 到 [90, 十 o2] 的 下 兴 迷 续 
函数 所 组 成 的 凸 锥 ,必要 时 还 设 十 coEE 龟 . 若 把 形 如 {x EXIfCx) 
<al( 其 中 EB,a 实 0) 的 集合 全 体 记 沪 , 那 么 由 rljz' 所 生成 的 
拓扑 二 是 使 更 中 每 个 函数 都 连续 的 最 粗 拓扑 . 称 rm 为 天上 (相对 
于 而 与 的 ) 细 拓扑 或 得 细 拓 朴 , 细 拓 扑 下 的 开 集 ,. 闭 集 . 闭 包 、 极 
限 等 分 别称 为 细 开 集 , 细 闭 集 , 细 闭 也, 细 极限 等 . 在 Green 空间 ， 
总 取 得 为 非 负 超 调 和 函数 全 体 , 特别 是 考虑 严 的 Green 区 域 时 ， 
怠 得 到 通常 的 细 拓 扑 ( 和 参见 本 书 第 四 章 ). 

与 更 细 拓 扑 蜜 切 关 联 的 是 芋 瘦 ( 简 称 瘦 ) 的 概念 .对 于 总 的 子 
集 已, 对 于 任何 z 气 五, 称 王 在 z 闻 指 的 是 下 面 两 种 情形 之 一 : 

《1) -在 百 (rz 局 包 ); 

(2) xzoE 日 存在 让 使 得 lim w(xr) > wx)， 


对 于 任何 mmE 五 , 称 五 在 zx 弱 交 指 的 是 对 户 =1 ,关于 鱼 的 扫 

除 函 数 六 满足 
inf {Re “(xo) 1a 是 xo 的 邻 域 } 之 1. 

进一步 ,对 任何 xo。EE, 称 玉 在 x。 瘦 指 的 是 天 \txo} 在 ro 瘦 且 下 
在 x 为 验 瘦 , 车 人 2\E 在 EE 的 每 一 点 者 着 , 则 称 E 为 肥 集 , 推广 的 
Cartan 定理 指出 ,是 细 开 集 当 有 日 习 当 E 是 肥 集 .因此 也 可 以 把 
肥 集 全 体 定义 为 细 拓 扑 翅 . 又 集 合 E 的 非 正 则 点 可 定 风 为 ^E\ 
{xo} 在 该 点 益 ” 

若 更 表示 上 调和 函数 全 体 ,那么 瑟 细 拓扑 及 瑟 瘦 分 别称 为 
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2 细 拓 扑 及 = 瘦 . a 细 拓 扑 严 格 细 于 通常 欧 氏 拓扑 且 当 ew < 时 ,ew 
细 拓 扑 严 格 细 于 2 细 拓 扑 , 大 的 子 集 五 在 z 为 & 瘦 当 且 仅 当 mm 
为 五 的 a 非 正则 点 , 因 进 ,关于 e 非 正则 点 的 Wiener 判别 法 实 即 
a 疫 的 判别 法 . 

若 集 合 豆 可 表示 为 在 每 一 点 工 E 忒 都 畔 瘦 的 集合 的 可 列 并 ， 
则 称 五 为 半 极 梨 , Brelot 下 包 络 定理 指出 ,对 更 中 的 元 素 列 {u 六 集 


会 fz EX1(8f 四) Cr) < inf wkz)) 是 半 极 集 , 半 极 集 的 概念 是 为 
了 在 一 般 空间 上 推广 极 集 的 概念 而 引入 的 . 但 是 在 Green 空间 对 
一 和 上 ,所 是 极 集 当 且 仅 当 它 是 半 极 集 . 另外 ,在 户 的 Green 区 域 
上 也 还 引入 半 瘦 及 相应 的 半 细 拓扑 的 概念 ， 

细 拓 扑 及 半 细 拓扑 等 概念 常用 于 研究 函数 的 边界 性 态 , 一 个 
区 域 吕 上 的 涵 数 FKz) 当 工 从 呈 内 赵 于 边界 点 xo 时 有 (x)>a， 
则 称 & 为 了 在 zo 的 边界 值 . 当 上 了 了 在 re 的 边界 值 不 存在 村 , 若 限 制 
立 沿 万 的 某 个 子 集 赵 于 zo 可 能 有 极限 . 特别 是 当 闪 URB(D) 上 
有 细 拓 扑 时 , 若 限 制 x 在 xoE BCD) 的 一 个 细 邹 域 厅 于 xo 时 有 
fr) 一 8, 则 称 了 在 xo 有 细 极 限 5. 半 细 极限 值 可 类 似 定 羡 ， 

世人 在 R" 的 lipschitz 区 域 D 上 和 党 考 虚 所 请 不 相 女 的 边界 值 ， 
上 是 怖 上 Stoltz 边界 极限 值 的 推广 , 阁 呈 上 的 函数 ff 当 xED 沿 
着 任何 以 x,EBCD) 为 顶点 的 不 相 切 内 锥 厂 时 ( 即 存 在 以 zx; 为 顶 
点 的 锥 匠人 使 得 站 (xo} 守 CD) ,f(xz) 有 相间 的 极限 值 a; 则 称 了 
在 xz 有 不 相 切 的 边界 值 a， 

经 典 的 Fateu 定理 称 ,R" 的 球 内 的 非 负 调和 吗 数 在 边 弄 上 册 
乎 处 处 有 不 相 切 的 极限 . Deob 定理 把 它 推广 到 远 为 一 般 的 情形 ， 
即 对 Green 空间 DD 附加 其 Martin 边界 AC 见 后 ) 所 得 紧 空 间 DU 
上 的 细 拓 扑 , 忆 中 的 上 调和 函数 xz>>0 及 调和 函数 有 >0 的 商 u/h 
在 4 上 除去 一 个 点 零 测 集 (这 里 jw 是 上 的 Martin 融 现 测度 ?外 
处 处 有 绍 边 界 值 . 作为 特例 ,在 Lipschitz 区 域内 的 上 调和 六 数 
2220 在 吾 (D) 上 除了 一 个 调和 测度 为 零 的 集合 外 ,处 处 有 细 边 界 
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值 ， 

1968 年 一 1971 年 ,Hunt 与 Wheeden 深入 研究 了 Lipschitz 
区 域 D 上 不 相 切 边界 值 与 细 ( 半 约 ) 边 界 值 的 关系 ,指出 D 中 任何 
函数 若 在 zx。€ BCD) 有 不 相 切 边界 值 , 划 在 :rz。 有 与 之 相等 的 ( 半 ) 
细 边 界 值 ;着 正 上 调和 唔 数 在 to 有 半 细 边界 值 , 则 在 To 有 相等 的 
不 相 切 边界 值 . 国内 有 人 把 最 后 的 结论 推广 到 较 一 般 的 区 域 上 上 的 
一 般 调和 函数 ,并 结合 a 细 边 界 值 做 了 许多 有 趣 的 工作 . 


2.4 志 室 间 上 的 Diriehlet 问题 


设 旭 是 4 空间 ,DD 是 如 的 开 子 集 上 且 GD 不 是 局 部 极 集 . 
先 考 虚 DU BCD}) 为 紧 的 情形 .对 从 BCD} 到 [一 0, 十 吕 j 的 
函数 ,DD 上 的 超 调 和 函数 x* 若 对 每 个 ?E BC(D) 恒 有 
lim atz) 守 f(y), 
则 称 x 为 (相对 于 让 的 上 函数 ;只 要 做 明显 的 改动 就 得 到 下 函数 
瑟 /(x) 二 inf {u(tx)|u 为 相对 于 了 的 上 晒 数 } ， 
二 /(x) 二 sup {v(x)》|v 为 相对 于 了 的 下 郑 数 }， 
那么 互 ;= 一 五- 上 且 豆 jz) 委 责 /rz). 苦 此 式 的 等 号 处 处 成 芯 且 
为 有 限 值 , 则 称 f 为 可 解 的 ,并 且 把 互 /Cx) = 五 rz) 二 瑟 /(z) 称 
汶 以 六 为 边界 值 的 广 立 的 Dirichlet [可 是 的 解 或 PWB (Perron- 
斑 iener-Brelot) 解 . 当 f 是 有 限 连 续 时 ,了 必定 可 解 , 和 而且 


Hi(x) = | rpaeseny， +€D, 
这 里 2 蚌 8(CD) 关 于 xED 欧 调和 测度 , 即 Dirac 测度 & 在 只 AD 


的 打 除 测度 . 在 一 般 情况 下 , 豆 ,(z) = | maeme, 其 中 | 表示 上 积分 . 


了 可 解 的 充 要 条 件 是 /关于 每 个 x E Dt 或 关于 局 的 每 个 连通 分 支 
的 一 个 z) 为 2 可 积 . y € BC(D) 是 也 的 正则 边界 点 当 且 仅 当 对 
BD) 上 的 每 个 有 限 连续 函数 了 总 有 lim Brfzr) 一 3 另外 ,x 
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E BCD) 为 五 的 正则 边界 点 的 充 要 条 件 是 存在 的 一 个 邻 域 普 恒 
得 在 卫 门 VY 上 存在 一 个 上 调 利 清 数 g 0 使 得 g 在 x 以 0 为 极限 ; 
车 了 是 区 域 ,这 等 价 于 对 马上 的 Green 函数 Cr-(z): 当 zx 一 yy 时 有 
Gtz) -> 0. 一 般 地 ,y EE BCD) 非 正则 当 且 公 沽 y 是 也 的 茶 个 连通 
分 支 的 非 正则 边界 点 . 又 ,对 BCD》 上 每 个 有 上 界 的 函数 了 及 每 个 
正则 边界 点 > 有 lim Hx Fm 76), 当 ?m 之 3 时 , 若 无 穷 远 
点 是 上 述 D 的 边界 点 必 为 正则 .， 

再 考 虚 DU BD) 非 紧 的 情形 . 这 时 , 因 只 非 紧 ,考虑 其 添加 
Alexandroff 点 吕 后 所 得 到 的 紧 空 间 疗 及 吕 在 以 上 的 边界 
BC(D’') 一 BD)U {coo}. 对 BCD) 上 的 函数 站 补充 定义 它 的 值 
too) 一 0, 这 时 可 类 似 地 考虑 Dirichtet 问题 县 有 与 前 边 类 似 的 可 
解 性 定理 . 对 半 非 2 的 边界 点 yy; 即 yE€E BLDY》 ,正则 点 的 定义 与 性 
上 质 也 相同 ,BCD) 上 的 非 正则 点 全 体 也 是 一 个 局 部 极 集 . 


2.5 抽象 边界 与 极 小 万 界 


在 非 空 集合 上 赋予 拓扑 +. 设 了 是 非 空 独 标 集 . 着 对 每 个 i 
ET, 对 应 着 一 族 开 集 组 成 的 一 个 滤 基 (base of filters),: 有 . 刚 在 
人 UI 上 存在 满足 下 述 条 和 件 的 拓扑 区; 

(1) zt 在 旭 的 诱导 拓扑 正好 是 7; 

(2) 对 任意 iE1,0 与 ?的 全 体 邻 域 的 交 构 成 口上 的 由 :多 
生成 的 滤 子 . 

于 是 ,关于 mr 是 中 的 边界 , 称 为 局 的 抽象 边界 - 

这 样 的 拓扑 中 有 最 细 的 , 它 使 得 如 为 开 集 并 在 ! 上 诱导 离散 
拓扑 ,而 且 . 鹏 , 中 的 集合 与 i 之 并 全 体 构 成 ?的 邻 域 基 . 又 ,在 使 如 
为 开 集 的 上 述 拓扑 中 最 粗 的 记 为 zt, 若 ( 们 ,是 Hausdorif 空间 ， 
刚 (QUI,z) 世 是 Hausdorff 空间 . 

设 (2,z 是 拓扑 空间 ,如 关 好 ,一 族 从 总 到 [0, 十 2) 的 连续 函 
数组 成 的 西 锥 2 以 及 一 族 从 如 到 [0, 十 oj 的 下 半 连 续 函 数组 成 
的 凸 锥 们 分 别称 为 抽象 调和 锥 及 抽象 位 势 锥 , 指 的 是 它们 满足 下 
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1 起 


列 两 个 条 件 : 

(1) 若 xE 名 zj 和 史上 日 wp 出 zx 一 0 

(2) 鞭 站 哲人 三 一 和 十 用 一 人 十 疡 | 起 全 ,pp EP}, 
WH infyagzyvpfzr)) EE 2. 

例如 , 令 2 表示 Green 空间 上 的 非 负 调 和 函数 全 体 , 表示 
Green 位 势 全 恒 ( 除 去 十 ce 外 ), 则 色 及 殉 满 足 上 述 两 个 条 件 , 是 
袖 浓 调和 锥 及 位 势 锥 . 

人 2 中 的 元 素 及 (R 关 0) 称 为 极 小 调和 东 数 指 的 是 ,对 任意 xE 
Si , 若 a 所 上 , 则 存在 实数 a 实 0 使 得 #= 二 ah. 衣 了 关 0 为 极 小 调和 当 有 v 
位 当 了 五 = fah la 六 90} 是 册 锥 2 的 极端 母线 (extretne generatrix )， 
若 规 定 等 价 于 让; 为 存在 a 一 0 使 上 二 4 由 s, 则 可 把 看 成 有 的 等 
价 类 . 极 小 ( 正 ) 调 和 薄 数 的 概念 原 是 Martin 在 1941 年 引入 的 ， 
Brelot 等 在 抽象 空间 上 加以 发 展 . 关于 抽象 锥 的 研究 已 发 展 成 专 
门 的 五 锥 理论 . 

2 的 子 集 五 称 为 关于 极 小 调和 函数 A 为 瘟 ( 亦 称 极 小 瘦 ) 指 
的 是 关于 上 瑟 锥 ,到 的 简化 痛 数 不 天 天 或 者 等 价 地 征 交 如 
下 :存在 pE 史 使 得 在 EE 上 有 上 pp 之 hh 成 这 . 集 族 LN\E|E 关于 上 
竭 } 构 成 一 个 滤 子 也 与 有 等 价 的 极 小 调和 痪 数 有 ,其 对 应 的 滤 
子 .PF 一 -也 ,因此 每 个 等 价 类 请 对 应 一 个 唯一 的 滤 子 沁 ;. 于 是， 
若 把 全 体 记 作 了 , 它 便 是 前 边 所 讲 的 抽象 边界 , 称 为 虽 的 极 小 边 
界 , 它 也 是 后 边 所 讲 的 极 小 细 拓 扑 下 的 边界 . 

旭 上 相对 于 廿 锥 对 一 了 U1! 十 o) 的 细 拓 扑 记 为 , 那 公 .了 F， 
中 的 元 素 都 是 5 开 集 . 在 如 UI 中 关于 被 子 族 {.F 51 产生 的 使 了 成 
为 抽象 边界 .为 开 集 的 诸 拓 扑 中 最 粗 者 z 称 为 极 小 细 拓 扑 . 关于 
tm 从重 内 到 边界 点 记 的 上 ,下 极限 与 关于 滤 子 多 i 的 上 下 极限 一 
致 . 


2.6 C.C. 紧 致 化 与 理想 边界 


在 实用 中 , 沉 根 据 甩 考 虚 的 项 数 旋 的 性 奈 来 引入 边界 且 保 证 
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原 空 间 附 吉 志 界 后 是 紧 的 . 著 儿 的 Constantinescu-Corneca 定理 给 
出 了 统一 处 理 党 用 的 C.C. 紧 致 化 的 办 法 : 重 瑟 是 非 紧 的 、 局 部 紧 
的 Hausdorif 空间 , 轨 是 一 族 从 旭 到 [一 0, 十 co] 的 连续 消 数 , 则 
存在 唯一 (至 多 相差 一 个 同 王 的 紧 补 间 点 满足 ， 

《1) 器 在 避 中 稠密 且 为 开 集 ; 

(2) 于 中 每 个 阔 数 /能 延 拓 成 间 上 的 连续 函数 二 ; 

(3) 了 全 体能 分 辨 (separate) 大 OO 中 的 点 ， 

4 二 人 1\ 人 就 称 为 凡 的 理想 边界 . 适当 选取 更 ,可 得 到 位 势 论 中 常 
用 的 下 列 紧 空 间 及 相 启 的 理想 边界 : 

(a) 当 人 于 取 为 空 集 时 , 2 是 Alexandroff 单 点 紧 致 化 ; 

(b》 当 轨 取 为 从 如 到 [一 2, 十 0 的 连续 请 数 全 体 . 虽 是 
Stone-Cech 紧 致 化 ; 

Cc) 当 亚 取 为 如 下 从 如 到 (一 so, 十 9) 的 连续 水 数 全 体 : 
在 呈 中 有 紧 集 天 , 使 得 从 Kj 是 一 些 区 域 之 并 ,而 且 在 每 个 区 域 
上 下 取 常数 什 , 则 则 是 代 erekiarto-Stoilov 紧 致 化 ; 

(d)》 当 旭 是 今 空间 , 秋 取 为 从 昌 到 (一 2, 十 0) 的 连续 的 所 
谓 BLD 函数 全 体 时 , 2 是 Royden 紧 致 化 ; 

{e) 当归 是 吧 空 间 , 严 是 Cd) 中 国 数 族 的 一 个 子 族 , 对 其 中 每 
个 函数 /,0 有 闭 子 集 Fr/ 使 得 了 在 ONF, 里 调和 县 在 那些 于 Fy 
上 等 于 f 的 BLD 函数 的 Diriehlet 积分 中 , 达到 极 小 , 则 局 是 
Kuramochi 紧 致 化 ; 

其 中 (Ce) ,dte) 三 种 紧 致 化 与 型 想 边 界 偿 带 用 于 研究 Rie- 
mann 曲面 分 类 . 襄 值 论 及 HB,HD,HP 末 数 .5c? 还 用 于 研究 共 形 
上 映射. 此 外 ,还 有 df)Wiener 紧 致 化 ,以 及 下 述 在 位 势 论 中 最 恒 要 
的 Martin 紧 致 化 : 

《g) 当归 是 Green 宏 间 ,更 一 天 ,Cry 0), 其 中 天 (x) 
:一 天 (zy 一 CryyICrryE 癌 是 任意 取 定 的 ,etzyI 是 
只 的 Green 函数 . 这 时 C.C. 紧 致 化 室 闻 称 为 Martin 紧 致 化 或 
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Martin 空间 . 4 = 2 M0 称 为 Martin 边界 .一 般 说 来 ,R" 的 区 域 吕 
的 欧 氏 边界 BC(0) 与 A 全然 不 同 , 只 是 当 避 是 球 或 其 他 较为 正则 
的 区 域 ( 如 Lipschitz 区 域 }) 时 两 者 一 致 ;对 让 的 单 连 通 Green 区 
域 ,A 等同 于 Carathéodory 分 睹 边界 . 

Martin 空间 上 是 可 度量 化 或 可 尺度 化 的 , 且 关 于 这 种 度量 
为 完备 . 各 也 可 通过 在 如 中 先 引 入 一 个 与 上 K(x,y) 有 关 的 度量 ， 
使 其 对 应 的 拓扑 与 原 拓扑 等 价 ,再 由 关于 这 个 度量 的 完备 化 得 到 ， 

在 Martin 空间 总 中 ,对 晶 上 的 极 小 正 调 和 函数 zx, 必 存 在 唯 
-的 半生 4 使 得 xy) 一 xyo) 瑟 (7 ,这样 的 于 称 为 4 的 极 小 
点 . 极 小 点 全 体 记 作 4 , 它 是 一 个 Ce 型 集 , 利用 Choquet 关于 紧 
三 集 的 极端 点 定理 容易 给 出 下 述 Martin 积分 表现 定理 的 较 简单 
的 证 明 ; 对 生 上 任何 非 鱼 调和 和 后 数 &, 必 存 讶 唯一 的 分 布 罕 4 上 
的 Radon 测度 xD 使 得 


uly) 一 [K(X.wdnX), 和 


正式 也 称 为 Martin-Choquet 积分 表示 ,其 石 闹 是 双 层 位 势 的 推 
广 , 当 旭 沪 Rr' 的 球 时 ,K(X,y} 就 是 Poisson 核 . 其 实 ,Martin 边 
界 原来 就 是 为 了 把 Poisson 积分 表示 推广 到 一 般 区 域 的 正 调和 冰 
数 的 捕 形 去 而 设计 的 . 

对 Martin 边界 同样 可 考虑 Dirichlet 问题 ,可 把 旭 上 的 细 拓 
了 扑 延 拓 成 为 归 岂 4 上 的 极 小 细 括 扑 , 可 类 似 定 疼 边 界 点 的 正则 
性 .比较 瘦 的 性 质 , 讨 论 函 数 的 边界 值 问题 5 参见 前 述 Fatou-Doob 
定理 ) ,Mattin 边界 可 都 译 成 概率 的 语言 并 在 随机 过 程 论 得 到 应 
用 和 推广 ， 

Martin 紧 致 化 有 许多 推广 的 形式 . 符 别 是 对 相当 广泛 的 一 类 
一 阶 夭 加 型 启程 ,可 用 它们 在 及 ( 其 至-: 些 二 维 流 形 ) 下 的 区 域 的 
Green 图 数 CCzrsy) 代替 通常 Green 畏 数 Gx,y) ,得 到 与 该 方程 
基 族 极 小 正解 相关 联 的 Martin 边界 45 有 时 称 作 相 圆 Martin 边 
界 ) 及 极 小 点 集 ,并 可 进而 研究 0 U 全 上 的 位 势 论 性 质 以 及 方 
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程 的 解 空 间 的 结构 ,4 与 4 及 其 他 理想 边界 的 关系 等 . 特别 是 对 二 
阶 自 巷 椭圆 方程 Lu = Pa ,这 里 工 表示 Laplace 算 符 ,P 闫 0 是 
局 部 Halder 连续 函数 . 考虑 Riemann 曲面 的 端 中 上 于 相对 边界 上 
取 值 为 0 的 非 负 解 族 , 用 A' 表示 覆盖 在 理想 边界 上 能 Martin 边界 
的 极 小 点 集 , 把 的 基数 称 为 桶 圆锥 数 ( 它 是 Heins 调和 维 数 这 一 
概念 的 推广 ) , 记 作 dimP. 日 本 Nakai 等 在 一 些 特殊 的 端 ( 如 单位 
圆 盘 挖 去 一 点 ;上 对 dim 的 值 域 与 密度 P 的 关系 做 了 许多 研究 . 
国内 也 有 人 探讨 了 覆盖 在 零 容 紧 集 5 上 的 椭圆 Martin 边界 及 
dimP 与 6 的 关系 . 


$ 3 Abel 群 上 的 位 势 论 


在 1930 年 左右 发 更 了 Brown 运动 及 经 典 位 殷 论 之 则 的 联 
系 . Brown 运动 是 由 它 的 迁移 概率 半 群 { 姑 Brown 半 群 ;所 确定 
的 ; 它 与 经 典 位 势 论 的 关系 可 以 描述 如 下 :Laplace 算 子 是 Brown 
半 群 的 无 穷 小 生成 元 ,而 Newton 位 势 核 是 Brown 半 群 对 时 间 的 
某 种 积分 . 于 是 可 以 从 随机 过 程 或 函数 空间 上 算 子 半 群 出 发 来 建 
立 相应 的 位 势 理论 , 基本 出 发 点 是 卷 积 半 群 ,再 由 它 通 过 积分 得 到 
位 势 核 . . 

经 典 位 势 论 是 在 FR" 中 讨论 的 ,Rr 可 以 看 作 一 个 局 部 紧 的 
Abel] 群 . 现在 介绍 建立 在 一 般 的 局 部 紧 的 六 bel 群 上 的 位 势 理论 . 

本 节 均 设 蕊 是 一 个 局 部 紧 的 Abel 群 ( 简 记 为 LCA 群 ) 用 到 
上 的 测度 作为 位 势 核 ,以 所 谓 “ 粗 ?的 观点 给 出 相应 的 位 势 原理 . 用 
及 表示 并 的 对 侦 群 . 若 7yE PrE, 通 常 把 76z)? 记 为 人 zy) 它 是 
模 等 于 1 的 复数 , 

本 节 用 到 下 列 记 号 : 

EF ( 氏 ) 表 示 区 上 连续 复 值 函数 全 体 , 客 (x) 表 东 安全) 中 有 
界 函 数 全 体 , 知 ,(X) 是 容 ( 玉 ) 中 在 无 穷 远 点 以 0 为 极限 的 函数 全 
体 ,而 宅 .(X) 则 是 密 (X) 中 具有 紧 支 柱 的 函数 全 体 , 鹤 (赋予 蜂 

272 


收 合 拓扑 , 宅 .( 久 ) 赋 于 安 (X)y 上 的 拓扑 的 诱导 拓扑 ,而 窜 ，(X7 太 
客 o(X) 赋 子 一 致 收 伍 拓扑 . 

{XX) 是 罕 .(CX) 的 对 侦 空 间 , 即 王 土 所 有 Radon 测度 所 组 
成 的 线性 空间 . -AZ 是 富 ,(X) 的 对 偶 空 间 , 即 -K(X) 中 有 界 测 
度 全 体 . .w. (和 ?表示 -WY (X) 中 具有 紧 支 柱 的 测度 全 体 . 再 用 
A (ND) 表示 -sf5X) 中 正 测度 全 体 . 


3.1 郑 积 半 群 


若 (mroS -sr (ID) 满足 如 下 条 件 : 

(1) 对 所 有 #0, (XX) 寺 1]; 

C2》 对 所 有 ,sO 二 :3? 

《3) 当 tx0 时 ,5 浑 收 分 于 Dirac 测度 6， 
则 称 测 度 族 tp4),>6o 是 关上 的 一 个 ( 浑 连 续 的 ) 党 积 半 群 . 

令 天 表示 产 的 Fourier-Stieltjes 变换 , 即 对 于 jEAi(X)， 
YET, 有 


AKCy7》 = | (xr de(ry. 


可 以 证 明 , 对 任何 状 积 半 群 (44),6; 存 在 唯一 的 上 的 连续 负 定 冰 
数 业 满足 

7) 一 已 
反 过 来 ,对 上 任何 连续 负 定 函数 ,上 式 确 定 的 (p46 是 全 上 的 
卷 积 半 群 . 因此 ,在 苹 上 的 卷 积 半 群 与 荆 上 的 连续 负 定 消 数 之 间 
存在 着 一 一 对 应 , 称 %(7) 与 (ms 是 关联 的 . 又 ,对 正 数 4, 定义 
X 上 的 正则 度 pi: 


(psf = | epde, f EFAX). 
(pjxwo 满 足下 列 预 解 方 程 
PR 《一 Ip Os 
称 测 度 族 (pi 是 卷 积 半 群 (mms 的 预 解 式 人 resolvent).… 
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设 (ww。 是 卷 积 半 群 , 若 泽 积 分 | Am dt 存在 , 即 对 所 有 f & 


G+ (CX) ,| ps fd < 吕 ; 如 称 此 半 群 是 迁移 的 (transient) 或 非 
常 返 的 , 这 时 当 : -一 co 时 ,A 浑 收 钱 于 0, 若 (pa),-o 不 是 迁移 的 , 则 
称 为 是 常 返 的 (Crecurrent )， 


3.2 位 势 校 ,位 势 


若 (pe 是 一 个 迁移 着 积 半 群 , 则 称 测度 “一 | Ad 为 关于 
C14) 的 位 势 核 . 令 
多 (x) 一 to]|xxo 秤 在 ,5 E€ A *(X)}, 
对 于 2+ Co) 中 的 测度 o, 称 =x e 为 a 所 生成 的 < 位 势 


设 产 E-ArCX) PE) 扫 1 且 级 数 >, 呈 深 收 伍 , 这 里 刀 表 示 
= 一 ] 


wz 的 重 卷 积 ,pe = s, 则 称 一 > Me 为 由 /确定 的 基本 村 


(elementary kernel}, 它 是 由 确定 的 卷 积 半 群 (e-: ”ee 的 位 
势 核 . 另 一 方面 ,各 已 知 立 是 位 势 核 , 则 对 所 有 a > 0,ax 十 6 是 由 


ap. 确定 的 基本 核 , 即 sr 十 eo 一 > ep) 


对 一 个 正 测度 x; 若 存在 冯 的 单位 元 的 一 个 紧邻 域 基 Y 及 
满足 焉 述 四 个 条 件 的 基本 测度 网 (ev)vey， 则 称 “ 是 一 个 完全 核 
{perfect kernel) 

(C1) rs] 

(2) ovrED CK) RE ornRs HH x Grns 

《3) 在 VY 的 余 集 Cl 上 xo 二 x; 

(C4) x* or 浑 收 裔 于 ol 当 R00). 

每 一 个 完全 核 都 是 位 势 核 . 友之 ,每 个 位 执 核 也 都 是 完全 核 . 


3.3 超过 测度 与 不 变 测 度 


着 EBNp) 满 足 px ES<sE 相 应 地 ,zx*t 一 6, 则 称 上 是 关上 
2 了 7 二 


调和 测度 (jp 调和 测度 ). Haar 测度 wx 是 关上 调和 测度 . 当日 仅 当 
A 区) 二 1 时 ,wx 是 py 调和 测度 . 
设 (p)o 是 下 上 的 卷 积 半 群 ,# 是 正 测度 . 车 对 所 有 #0,& 
是 上 上 调和 的 , 则 称 二 关于 (mo 是 超过 测度 (excessive 
measurel: 若 上 是 上 六 调和 的 , 则 称 上 关于 (mc 是 不 变 测度 (in- 
variant measure). Haar 测度 wx 是 超过 测度 . 当 且 仅 当 上 是 概率 
测度 时 ,wx 才 是 不 变 测 度 . 又 ,若是 位 势 核 , 则 对 所 有 ze 
字 (x)g 所 生成 的 x 位 势 x *o 是 超过 测度 . 当月 仅 当 ac 一 " 时 ， 
x x* 5 是 不 变 测 度 . 对 于 每 个 超过 测度 上, 下列 Riesz 分 解 式 成 立 : 
志 一 无 < 可 十 了 97， 
其 中 ce& 开 0 是 不 变 测 度 . 每 一 个 超过 测度 是 一 个 单调 增加 
的 位 势 网 的 海 极 限 . 和 
设 G 是 开 集 , 是 超过 测度 ,那么 测度 
RE :二 inf{p|g 是 起 过 测度 且 在 人 GG 上 疡 守 介 
称 为 # 在 避 上 的 简化 测度 . RE 也 是 一 个 超过 测度 ,RE 所 而 在 G 上 
有 RE 二. 它 的 Riesz 分 解 式 RF 二 xxo0 十 满足 supp C9) 三 C. 若 
G 是 相对 紧 的 开 集 , 则 RF 是 一 个 位 势 , 特 别 是 当 一 wx 时 它 是 一 
个 位 势 . 因 此 存在 唯一 的 re 所 2 Ce) 使 得 Re 二 x# or. 
对 于 相对 紧 的 开 集 G, 令 oo 是 由 上 式 所 确定 的 唯一 的 测度 ， 


称 Cap(G) = |doc 为 口 的 * 容量 . 
3.4 基本 原理 


位 执 核 满足 下 述 原 理 ， 
1， 殷 除 原 至 
设 站 是 人 郑 积 核 ,prE 2 G 是 开间. 大 玉生 Sec) 日 满足 ， 
C1) 产 的 文 柱 supPpC DEC; 
(C2) Kx pe SK 
(C3) gx pe |s—k¥ plc, 
279 


则 称 是 记 在 GG 上 的 扫除 测度 . 
关于 卷 积 核 <, 若 对 任意 PE .HH (X) 及 任意 相对 紧 的 开 和 集 
Gs 在 GG 上 的 x 扫除 测 诬 都 存在 ; 则 称 « 满足 扫除 原理 . 若 对 开 
集 避 去 掉 “ 相 对 紧 ” 的 限制 , 则 称 « 对 所 有 开 集 满足 扫除 原理 . 
2. 控制 原理 
对 所 有 了 ,g 所 儿 + (XX), 若 对 所 有 Esupp( 有 ,wx f(r7) 去 
x g(tZz) ;就 可 以 推出 对 所 及 € 多 , 这 个 不 等 式 成 立 ; 则 称 清 
足 控制 原理 或 凌 疗 原理 . 
对 所 有 fg € 罕 : (XX), 对 所 有 # 之 0; 着 当 工 Esupp( 让 轩 
Kx FCT) RBCT) 十 EE 成 并 就 可 以 推出 这 不 等 式 在 革 成 立 , 则 
称 «满足 完全 极 大 值 原理 . 
3， 质 重 唯 一 性 原理 [unicity principle of mass) 
若 对 所 有 Hp ETAR) ,BH i px pi 可 推出 志 王 jw, 则 
称 < 满足 质量 唯一 性 原理 . 
4。 正 质量 原理 (principle of positivity of tmass ) 
车 对 所 有 A ps 全 2 六 (Cr), 由 Lr A 并 Fs 可 推出 站 【大 >) < 
maz(X) 则 称 * 满足 下 质量 原理 . 
5， 卑 衡 原 理 
若 对 每 个 相对 紧 开 集 G, 存 在 ac E 2 (Ce) 满足 直列 条 件 : 
(1) supp Cs) 0} 
CoO) Kx A 
(3) Kx hi 二 wx 在 G 上 成 了 并， 
则 称 * 满足 平衡 原理 ,这 时 Ma 称 为 避 的 “平生 分布 . 
6， 电 容器 原理 (condenser principle) 
设 CCs 是 开 集 ,> 门 G, 一 名 有 生 避 为 紧 集 , 则 存在 p0 ,po 万 
Su) 使 得 诗 二 x CA 一 种 ) 满足 ; 
(1) oS EA ooxi 
(2) 二 wx 在 Gl 上 成 并 ; 
《3) < 一 5 在 Cs 上 成 立 ; 
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(4) suppta) EG supp(lps) CG Cs， 
这 个 性 质 称 为 电容 器 原理 . 

3.5 Lévy-Khinchin 公式 

设 (mc 是 大 上 的 卷 积 半 群 , 则 XN\{o 上 的 正 测度 网 
[| ) 当 t 一 0 时 浑 收 化 于 X\{o} 上 的 一 个 正 测度 x 这 个 
疡 称 为 关于 (所 ) .wo 的 Lévy 测度 . 


的 对 侦 群 厂 上 的 一 个 复 值 函 数 光 是 一 个 具有 对 称 Lévy 测 
度 的 连续 负 定 函数 的 充分 必要 条 件 是 


$7 =e ti ta + | 《CI 一 Re(r;7))dp(zy， Cx ) 


其 中 YET 玉 ,常数 c 宇 0,1 是 TT 到 RR 的 连续 同 态 ,g 是 TT" 上 非 负 连续 
二 议 型 ,x 是 和 foy 上 的 正 对 称 测 度 上 且 满 足 
| (1 — Re Tdutx) < 0, YET, 
0 

并 且 cyi,gyg 由 业 唯 一 确定 ; 即 c 二 500) 二 Imy yp 是 关于 纱 的 
Lévy 测度 ,857 一 limg Cn? /ma 方程 (* ) 称 为 Lévy-Khinchin 公 
式 . 

3.6 Hant 核 

比 位 势 校 更 一 般 的 核 有 Hunt 核 , 它 指 的 是 满足 下 列 徐 件 的 


正 测度 * 一 | ade 
(1) zeo 一 5 
《2) 对 所 有 ts 这 0 p06 ¥ p= pps 
(3) 当 1->=; 时 ,pw 闫 收 钱 于 谈 . 
Hunt 核 也 满足 扫除 原理 以 及 推广 的 电容 器 原理 等 位 势 论 基 
本 原理 . 


$4 公理 位 势 论 


本 节 着 重 介绍 调和 通 数 的 公理 化 理论 ,也 就 是 所 谓 调 和 空间 
理论 . Brelot 调和 空间 及 Bauer 调和 空间 将 作为 其 特例 给 出 . 

大 致 上 说 ,在 一 个 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 上 给 定 一 个 函数 
马 (sheaf》 ,如 果 它 满足 几 个 所 谓 调 和 公理 ( 即 规定 了 Dirichlet 问 
题 的 可 解 性 , 极 小 值 原 理 成 立 的 可 能 性 ,以 及 具有 某 种 收效 性 质 )， 
就 形成 了 一 种 调和 空间 .与 此 同时 ,调和 、 上 (和 下) 调和 饥 数 及 位 势 
的 概念 也 就 得 到 了 定义 . 再 应 用 一 般 核 的 位 势 论 的 典型 方法 ,必要 
时 再 了 予 给 定 的 函数 簇 中 添加 某 些 适当 的 结构 ,就 可 很 自然 地 发 展 
成 一 种 上 调和 国 数 及 位 势 的 理论 , 它 覆 盖 了 一 般 位 势 论 的 大 部 分 
的 内 容 ， 


4.1 超 调 和 答 (hyperharmonic sheaf) 


设 ( 和 ,要是 拓扑 空间 . 定义 在 拓扑 rr 上 的 映射 2 大 满 足下 列 
条 件 则 称 为 访 上 的 画 娄 比 : 

(1》 对 每 个 UEr, 人 BOD) 是 UU 上 的 一 个 函数 族 ; 

(2) 对 所 有 U,VErmUCVY ,车 f 了 EO , 则 六 vwvEBOD); 

(3) 车 {Vi€E 了 CryW= UVY,;,f 是 定义 在 W 上 的 孙 数 且 对 
所 有 iEIT 有 fv EWR), 则 fE BW). 

以 下 均 设 关 一 (X ,中 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空间 . 令 2 是 
了 上 的 一 个 函数 敌 . 若 对 任何 UEr, (U0) 是 由 UU 上 的 一 族 取 值 
于 《一 co, 十 o0] 的 下 半 迷 续 函 数 所 组 成 的 是 欠 , 名 就 称 为 超 调 和 
往 . 车 对 任何 UEr, 人 B07) 是 客 (U) 的 线性 子 空间 (二 ( 如 7) 表示 UU 
上 连续 函数 全 体 ), 宅 " 就 称 为 调和 敌 . 

如 果 和 是 环 上 的 超 调 和 簇 .对 任何 Er, 令 5 一 
av) 门 (一 和 人) ,其 中 ,一 和 CD 一 (一 让 FE 和 (7)) ,那么 
2 是 蕊 上 的 调和 艇 , 称 为 与 经 相关 的 调和 入 . 
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4.2 可 解 集 .正则 和 集 


设 和 是 (X,r) 上 的 超 调 和 簇 ,UEr,U 满足 下 列 的 菜 件 时 称 
为 (关于 人 2 的 )MP 集 ; 对 每 个 /E20 ,车 存在 紧 集 开 一 玉 r 使 
在 UK 上 疡 =0; 且 对 所 有 yE BCU)， limf zx) 宇 0; 则 在 UU 上 有 


fz0. 
MP 集 是 使 某 种 形式 的 极 小 值 原理 成 立 的 开 集 . 取 定 一 个 MP 
集 U, 考 虑 从 BOD) 到 [一 0, 十 吕 ] 的 函数 ,把 叙 AU) 中 满足 下 
列 条 件 的 元 素 z 称 为 关于 了 的 (相对 于 和 色 的 ) 上 函数 ,有 下 界 , 存 
在 紧 集 下 使 UK 上空 0, 且 对 任何 y> E B(U}, 有 
limautzr) 2 f(y). 


正 一 和 区 


把 关于 了 的 上 冰 数 全 体 记 作 叱 ff. 念 有 一 一 多 一 一 夺 
cy 中 的 元 素 叫 做 关于 /相对 于 和 名) 的 下 函数 , 对 于 zEU, 令 
HYCx) := inf {u(x) |u € ty》， 
HY(z) := sup {vr) |v € BF). 
如 果 天 一刀 E w(t0) ,就 说 在 U 上 是 相对 于 人 可 解 的 ,其 
解 为 互 ? 即 开 ,就 记 为 HY( 这 里 如?w 是 与 相关 的 调和 艇 ). HY 
往往 称 为 广 党 的 (或 Perron-Wiener-Brelot 意义 下 的 ?Dirichlet 问 
题 的 解 ,如 果 作 和 何 了 经 安 (BCD 即 吾 民 7) 上 上 具有 紧 支 柱 的 连续 
拷 数 ) 都 是 可 解 的 ,就 说 口 是 ( 相 对 于 2 的 ) 可 解 集 (resolutive 
set). 特别 是 ;车 把 Ba (0) 看 成 U 上 的 调和 闻 数 全 体 时 ,B07 上 
的 函数 可 解 就 是 一 般 的 Dirichlet 问题 可 解 . 

设 U 是 相对 于 人 的 可 解 集 , 则 每 一 个 f€ 客 .(BC00) 都 对 应 
唯一 的 五 ?FE 多 at 取 定 xEU ,映射 fF 一 Hi(z) 是 客 .(BUD)) 
土 的 正 线 性 泛 函 . 据 Riesz 定理 ,在 8CU) 上 有 唯一 的 正 测度 必 使 
得 


Hi (x) = |mae， f € BG.BU)). 


- 妈 称 为 U 在 点 x( 相 对 于 人 2) 的 调和 测度 . 于 是 对 BCU) 上 的 任 一 
实 函数 f, 可 定义 UU 上 的 函数 wf 如下; 


性 


A fr) 一 | AR， 


这 里 | 表示 上 积分 . 

以 下 都 设 敢 ? 为 四 上 的 一 个 调和 簇 . 关 的 一 个 相对 紧 且 边界 
不 空 的 开 子 集 V 称 为 (相对 于 姨 的 ?正则 集 , 如 果 BV) 上 的 每 
个 连续 函数 了 都 可 唯一 地 延 拓 为 了 上 的 连续 函数 子 .使 得 1v EE 
CVD) ,并 且 当 广 =0 时 有 . 产 =0， 

车 把 2 (VD) 当 作 站 上 的 调和 艾 数 全 体 , 那 么 正则 集 也 就 是 
Dirichlet 问题 可 解 的 开 集 , 一 个 区 域 若是 相对 于 刍 ” 的 正则 集 , 则 
称 为 (相对 于 说 " 的) 正则 区 域 . 

取证 正则 和 集 妆 及 工 和 YY, 那么 禄 (BCVY)) 上 的 上 映射 (x) 
确定 了 鹤 CB(V)7 上 的 一 个 正 线性 水 函 , 从 而 有 BY) 上 的 唯一 正 
测度 ww 使 得 

fx) 一 | maew， fe BV)). 


ww 也 叫做 的 在 点 z( 关 于 此 ?的 调和 测度 . 

为 了 建立 正则 集 与 可 解 集 之 间 以 及 两 种 调和 测度 之 间 的 联 
系 ,通常 考 填 ea 为 关于 Bge 的 调和 测度 并 引入 所 正则 集 肥 正则 
滤 子 的 概念 . 

设 玉 为 区 的 开 集 ,BCW) 的 一 个 测度 族 4= CA)sew 称 为 WW 
上 的 一 个 扫除 . 设 多 为 W 上 的 一 个 收 化 于 点 yE BW 的 浪子 ， 
若 1 沿 着 多 浑 收敛 于 s,{ 单 位 正 质 点 ), 则 称 多 为 关于 扫除 的 
一 个 正则 滤 子 ;否则 称 .> 为 关于 4 非 正则 的 . .多 正则 的 充分 必要 
条 件 是 :对 于 每 个 ffE 名,(B(W)), 有 

lim Af tx) = fy). 
设 W 为 五 的 相对 紧 开 集 . WW 上 的 扫除 和 A 着 满足 下 面 两 条 件 
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则 称 之 为 (相对 于 2) 执 正则 的 ， 

(1) 对 每 个 fE 安 (BC(W)), 甬 数 4 六 为 有 界 的 此 函数 ; 

(2) 对 每 个 zeEW, 在 W 存在 一 个 非 负 超 调和 函数 x, 使 得 
u(xz) 为 有 限 , 且 沿 着 每 个 关于 4 非 正 则 的 超 滤 子 ,w 收 化 于 co. 

一 个 相对 紧 开 集 泵 上 若 存 在 拟 正则 扫除 , 则 称 WW 为 (相对 干 
2 的 ) 氢 正则 和 集 . 

于 是 , 当 闷 的 相对 紧 开 集 相 对 于 如 正则 时 ,W 相对 于 和 
为 拟 正 则 集 , 而 且 关于 :多 rw 的 调和 测度 族 w*” = (ws ):ew 是 多 上 
的 拟 正 则 扫除 且 没 有 非 正 则 的 浪子 . 每 一 个 拟 正 则 的 MP 集 岁 必 
为 可 解 集 ,这 时 ,相对 于 多 的 调和 测度 族 y+ 一 (pe ,ew 是 仇 上 唯 
一 的 拟 正则 扫除 . 另 一 方面 , 当 多 为 相对 于 2 的 相对 紧 可 解 集 且 
”pwr 没有 非 正则 的 被 子 时 ,W 关于 2 为 正则 且 w* 一 pr". 


-4.3 调和 空间 


Bauer，Doob 及 Brelot 分 别 在 他 们 的 会 理 寞 型 中 假定 蕊 上 
的 调和 得 具有: 

Bauer 收 钱 性 质 ” 对 任何 开 集 UU, 若 {w} 夺 如 (77 是 单调 增 
加 列 且 极限 沙 数 ww 局 部 有 界 , 则 ww E00); 

Doob 收 获 性 质 对 任意 开 集 已, 知 {z 三 上 GD 是 单调 增加 
列 且 极 限 旺 数 & 在 U 的 一 个 稠密 子 集 里 取 有 限 值 , 则 wwE 几 (007); 

Brelot 收效 性 质 ”对 任意 区 域 口 ,着 {a.}) 守 如 * (UD) 是 单调 增 
加 列 且 极限 晴 数 在 上 中 某 一 点 取 有 限 值 , 则 EE 恕 (0). 

显 虚 ,具有 Decb 收 仇 性 质 时 必 具 有 Bauer 收 襄 性 质 , 反 之 不 
然 .如果 站 是 局 部 连通 的 , 则 由 Brelot 收 伍 性 质 可 推出 Doob 收 仇 
性 质 ,到 之 亦 不 然 ， 

由 一 个 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 关 及 天 上 的 一 个 满足 下 述 
各 个 公理 的 超 调和 艇 名 组 成 的 有 序 偶 ( 了 K, 弧 ， 称 为 调和 空间 
《C.C. 调和 空间 ): 

(1》 正 公理 (axiom of positivity) 2 非 退 做 ,; 即 对 所 有 的 
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Tr, 存在 开 集 U3 xz 以 及 hh EE Vw 使 得 htx) 天 0 

(2) 可 解 公理 (axiom of resolutivity) 相对 于 弧 的 可 解 集 
全 体 构成 区 的 一 个 拓扑 基 ; 

(3) 完备 公理 (axiom of completeness) 对 任意 开 集 已 , 蔡 半 
是 辟 上 征文 的 取 值 手 ( 一 2 ,十 co 的 下 半 连 续 国 数 旦 对 任何 满足 
VCU 的 相对 紧 的 可 解 集 了 ,在 了 上 恒 有 

HH, 
其 中 j= (Cp),cvy 为 关于 2 的 调和 测度 族 ,那么 u& BU); 

《4) 收效 公理 (axiom of convergence) .2 具有 Bauer 收 
数 性 质 . 

在 调和 空间 多 = 《< 天, } 的 开 集 U 上 ,wxE 人 UD 做 上 的 
超 调 和 国 数 hyperharmonic function} ;ww 全 一 人 (0D 时 敌 忆 上 前 
亚 调 和 上 咕 数 (hypoharnmiormie function) ya 叫 艇 上 的 调和 
钞 粘 . 若 * 为 超 调和 且 在 任何 满足 VCSU 的 相对 紧 可 解 集 W 上 ， 
pA 是 调和 医 数 (这 里 pg 是 调和 测 席 }), 则 称 w 是 UU 上 的 上 调和 防 
数 ; 阁 一 vz 是 UU 上 的 上 调和 吴 数 , 则 称 v 是 UU 上 的 下 调和 函数 . 

若 训 是 世上 的 非 负 上 调和 范 数 且 户 在 己 上 的 最 无 调和 下 属 
为 0( 即 对 所 有 hE 要 ee(D), 若 FS, 则 hss0) ,那么 pp 叫做 UU 上 
的 位 势 . 

U 上 的 上 调和 函数 w 若 有 下 调和 下 属 , 则 必 可 唯一 地 分 解 为 
# 二 力 十 有 其 中 pp 是 位 势 ,hh 调和 且 为 w 的 最 大 的 调和 下 属 . 这 就 是 
调和 空间 里 的 Riesz 分 解 定理 ， 

设 儿 是 调和 空间 (XX,2) 中 义 的 相对 紧 的 (相对 于 @x 的 ) 可 
解 集 全 体 所 枸 成 的 基 . 又 设 U 是 七 的 开 集 ,x 是 UU 上 的 一 个 下 六 
连续 .下 有 限 的 数值 函数 . 若 U 存在 一 个 开 检 盖 族 1V;|iE 了 使 得 
UD = Uy 里 对 每 个 i EE1, 当 WE 名 满 是 玉 C 忆 Vj; 时 必 有 pu 所 


在 WW 上 成 了 立 ; 则 称 w 为 UV 上 的 一 个 局 部 超 调 和 函数 , 阁 对 羡 的 每 
个 开 集 品 , 用 2,(U) 表示 乙 上 的 局 部 超 调 和 函数 全 体 , 则 各" 是 
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”关上 的 一 个 超 调 和 簇 , 称 为 由 扫除 系 CCe ,ew)wes 生成 的 超 调 和 . 
敌 . 据 完备 性 公理 知道 名 = 缴 . 由 其 他 扫除 系 也 可 定义 相应 的 
局 部 超 调 种 函数 以 及 生成 赵 调 和 簇 名 ”2 并 推出 儿 二 Bi, 但 未 必 
有 伯伯 因此 可 以 说 ;在 某 种 意义 下 ;完备 性 公理 是 为 了 保证 
人 2s 二 人 成 六 而 设计 的 . 

从 上 述 看 到 ,调和 空间 航 许 多 基本 概念 及 它们 的 性 质 都 是 一 
般 位 势 论 中 相应 概念 及 结论 的 抽象 概括 与 推广 .但 一 般 位 势 论 中 
各 具体 空间 中 非 共 性 的 东西 不 能 统 为 一 体 . 假如 在 FR 中 ,之 2 用 
2 表示 通常 的 超 调 和 甬 数 人 全体 ,那么 当 m 袜 3 时 ,Newton 位 势 就 
是 调和 空间 (R&R, 公 } 中 的 位 执 ; 而 当 nn= 二 2 时 ;对 数位 势 却 不 是 
《R:, 人 2 这 一 调和 空间 中 的 位 势 ,因为 它 不 是 非 负 的. 实际 上 ,前 
者 属于 所 谓 P 亩 和 和 空间 而 后 者 是 一 般 的 5S 调和 空间 . 

一 般 地 ,一 个 调和 空间 (区, 分 称 为 S 调和 空间 (或 PP 调和 和 空 
间 ) 指 的 是 对 所 有 的 EX, 存 在 革 上 的 一 个 非 负 上 调和 讽 数 ( 相 
毒 地 ,一 个 位 势 ) 在 地 是 严 糙 正 的 . 显然 ,P 调和 空间 必 为 5 调和 
空 旧 ,但 友之 不 然 . 


4. 4 Brelot 宰 | 间 上 与 Bauer 空间 


下 局 部 紧 Hausdorff 空间 球 与 勤 上 的 调和 入 .2 组 成 的 有 天 
蛋 ( 二 ,多 > 称 为 Brelot 空间 ;如果 满足 下 列 公 理 ， 

公理 1 鲜 没 有 孤立 点 而 且 是 局 部 连通 的 ; 

公理 2 相对 于 此 的 正则 集 全 悼 构成 亏 的 一 个 拓扑 基 ; 

公理 3 .5 具有 Brelot 收 剑 性 质 . 

若 ( 玉 ,全 是 Brelot 空间 , 刚 基 上 由 懂 生成 的 超 调 和 知 
lx 满足 调和 空间 公理 , 即 ( 氏 ,人 2} 是 调和 空间 . 因此 ,Brelot 空 
间 是 调和 空间 ， 

典型 例子 在 维 欧 氏 空 间 关上 的 任 一 开 集 UU 上 ,如 果 取 
0D 为 UU 上 满足 Laplace 方程 的 二 次 连续 可 徽 函 数 的 人 全体， 
那么 .22 是 到 于 的 一 个 调和 徐 ， 《了 -2 是 一 个 Brelot 空间 . 事 
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实 上 ,Brelot 空间 就 是 以 Laplace 方程 的 解 族 为 模型 建立 起 来 的 . 
所 以 这 个 空间 上 的 位 势 论 与 一 般 位 势 论 最 为 接近 . 比 Brelot 空间 
稍为 一 般 的 是 与 一 般 椭圆 型 方程 相关 联 的 粮 圈 调和 空间 . 

由 一 个 遍 部 紧 Hausdorff 空间 蕊 与 革 上 的 一 个 调和 馈 忆 ?组 
成 的 有 序 侦 ( 久 ,如 ) 称 为 Bauer 空间 ,如 果 它 满足 : 

公理 1 即 正 公理 ( 见 4. 3)， 

公理 2 所 有 一 个 由 关于 此 的 正则 集 攀 成 的 强 基 ( 即 一 个 
所 扑 基 ,其 中 任何 两 个 元 素 之 交 仍 是 关于 XY 的 正则 集 ); 

公理 3 如 具有 Bauer 收 合 性 质 ， 

Bauer 空间 又 称 BBCC 空间 (Bauer-Boboc-Constantinescu- 
Cornea 室 间 ), 车 (2 是 Bauer 空间 , 山 由 :于 生成 的 超 调和 
笋 名 > 满足 调和 空间 的 公理 ,有 即 ‘ 革 ,人 xw) 是 调和 空间 . 因此 
Bauer 空间 是 调和 空间 . 每 个 Brelot 空间 是 Bauer 空间 ,但 反之 不 

典型 例子 在 (az 十 1) 维 欧 氏 空间 六 “的 纤 一 开 集 书 上 , 取 
22 (0) 为 U 上 满足 热传导 方程 
az dig 
da +1 2 3 
的 二 次 连续 可 微 函 数 人 全体, 那么 2 是 到 上 的 调和 艇 (本 ， 
.228 是 Bauer 空间 ,但 不 是 Brelot 空 可 . 


4.5 调和 空间 位 势 论 略 述 


在 前 几 段 ,调和 空间 及 有 关 的 基本 概念 已 建立 .于 是 ,从 超 调 
和 函数 的 连续 性 的 研究 可 建立 细 朱 扑 与 瘦 的 概念 . 通过 相对 于 非 
等 超 调和 函数 全 体 组 成 的 凸 锥 的 简化 画 数 Rj( 见 2. 2) 及 其 下 半 连 
续 正 则 化 尽 *, 可 考虑 上 调和 函数 的 扫除 ,测度 的 扫除 并 推广 凌 量 
的 概念 (例如 ,把 映射 e F> 灵 * 当 作 广义 符 量 来 研究 ), 定 义 并 研究 
极 集 、 半 极 集 、 吸 收集 (absorbent set) 以 及 和 它们 相关 联 的 极 性 公 
理 (axiom of polarity ) 与 凌驾 公理 ; Perron-Wiener-Brelot 解 
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Dirichlet 问题 的 方法 可 照样 使 用 . 另外 ,可 通过 在 非 负 上 调和 函数 
的 山 锥 中 引入 特殊 次 序 {specific order) 来 研究 抽象 支柱 、 似 乎 连 
续 , 建 立 Martin 空间 .Riesz 空间 等 ,并 用 所 请 Riesz-Martin 核 来 
求 出 正 上 调和 琐 数 的 积分 表达 式 :通过 位 势 建 立 深 Markov 半 群 
进而 研究 调和 空间 的 Markov 过 程 . 这 是 统一 处 理 与 发 展位 势 论 
与 随机 过 程 结合 的 极 好 办 法 . 在 一 定 条 件 下 (如 对 超 调 和 艇 或 调和 
欠 附 加 适当 结构 后 ) ,在 调和 空间 可 考虑 函数 的 梯度 ,建立 能 量 的 
慨 念 并 研究 Dirichlet 积分 ， 

总 的 说 来 ,一 般 核 的 位 势 论 研 究 的 主要 问题 在 调和 空间 上 基 
本 上 都 可 相应 地 考虑 上 且 有 有 类似 的 .更 为 本 质 的 结果 . 当然 ,这 里 的 
困难 世 不 少 , 如 在 一 般 调 和 空间 中 ,Green 函数 不 易 求 得 ,Dirichlet 
积分 显然 复杂 ,关于 人 也 势 的 核 的 认识 较 不 清楚 等 . 作为 统一 处 理 众 
多 问题 的 理论 ,出 现 这 种 问题 是 正常 的 , 当然 ,其 中 许多 问题 尚 待 
进一步 探讨 . 


4.5 调和 空间 上 的 Markov 过 程 


本 有 段 假定 荆 是 一 个 具有 可 数 基 的 P 调和 空间 且 在 了 芒 上 常数 
1 是 上 调和 函数 . 

天 上 的 测度 族 芝 := Cy.) ,ex 称 为 了 上 的 (有 界 Borel) 扩散 , 若 
满足 ，; 


(1) 对 任何 生生 F(X) ,函数 z 一 | ma 是 Borel 函数 ， 


《2)》 函数 z 一 v.(X) 有 界 ， 
对 式 上 任何 取 值 于 [一 = ,+eej 的 函数 六 sc7 表示 和 上 的 函 


数 x 一 | av 因此 ,若是 有 界 Borel 函数 , 则 YY 了 也 是 ,车 p 是 调 
和 空间 人 上 的 一 个 有 界 位 势 , 则 co :一 CHp,z) rex 是 名 上 的 一 个 扩 
散 , 称 为 由 p 生成 的 扩散 ,其 中 .是 邓 上 的 测度 使 得 对 每 个 了 E 
ZF.(X) 且 f 污 0, 有 (1) 二 .p(x), 这 里 fp 是 所 谓 的 Boboe- 
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Constantinescu-Cornea 磁 积 ， 

设 o 及 区 "是 世上 的 两 个 扩散 ,aE 玉 一 [0, 十 ce, 对 任何 了 
ET, 令 vy 是 区 上 的 测 庚 : -= FAz) 十 区" Fr [相应 地 ,了 
ray f(r) 及 一 (7)] ,七 罕 .(x) 那么 测度 族 
tv)sex 仍 为 芭 上 的 扩散 ,可 表示 为 Y 十 [相应 地 ,a 太 
Yr 

天 上 的 一 族 扩 和 散 (名 Der， 称 为 了 上 《能 右 连 续 的 ) 次 
Markovy 半 群 , 若 它 满足 下 列 和 杀人 忻 : 

《1》 对 任意 2ER P11; 

《2) 对 了 EE 窜 .( 人 ) 及 任何 x E X, 请 数 tr> 人 Ff (xX) 是 右 连续 
的 ; 

(3) 对 任意 3 后 天 到 一 号 

如 果 sup| PF,1(z)dt < oo, 则 称 这 个 半 群 可 积 

X 上 满足 下 面条 件 的 扩散 族 ! jen 称 为 半 上 的 预 解 式 
(resolvent): 

(1) 对 所 有 :ER ,2 1 守 13 

(2) 对 所 有 srE 民 < 有 人 一 到: 十 他 一 

一 个 预 解 式 若 满足 2 一 Y ,Ys 是 有 界 位 势 p 生成 的 扩散 ， 
就 叫做 与 有 界 位 势 p 相关 联 的 , 对 X 上 任 一 可 积 的 次 Markov 半 
群 , 可 具体 构造 一 个 称 为 由 它 生 成 的 预 解 式 ， 

设 多 二 (和 Djen, 是 并 上 的 次 Markov 半 群 .了 是 世上 的 一 个 
可 取 十 的 非 负 Berel 函数 ,车 满足 下 述 条 件 则 称 为 嗓 超过 国 
数 : 

(1) 对 所 有 E€ 灵 2 三 委 

(2) 对 所 有 工 EE X ,lim (x) 一 f(r). 

设 伯 = (B21) en, 是 苹 上 的 预 解 式 ,XX 上 的 一 个 可 取 十 0 的 
非 负 Borel 函数 了 车 满足 下 述 条 件 则 称 为 各 超过 医 数 : 

(1) 对 所 有 2 ER Bf 让 
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(2) 对 所 有 > E 和 :lim tf (x) = 7z)， 
玉 上 的 一 个 位 势 p 称 为 严格 的 , 若 对 站 上 任何 两 个 测度 wy， 
从 下 列 两 个 条 件 可 推出 #2 二»: 


(1) jaar = |pd < co; 


(2) 对 忆 上 每 个 非 负 超 调和 函数 w, 有 judu < [udx. 

基于 上 述 基 本 概念 ,利用 推广 的 Hille-Yosida 引 理 可 以 证 明 
下 述 主要 定理 ， 

定理 设 p 是 久 上 的 有 界 ,连续 .严格 的 位 势 , 那 么 存在 唯一 
的 可 积 次 Markov 半 群 一 ( 儿 ,),er 使 得 对 每 个 /EZ,(X) 且 f/f 
>>o 及 任何 :ER; ,2 是 连续 的 且 对 任意 zEX， 


广 。p(z) 一 | .fen 


进一步 , 光 超过 函数 全 体 与 萎 上 的 非 负 超 调和 消 数 要 通过 它们 
之 间 的 一 一 对 应 而 一 致 化 . 

这 缚 果 把 与 Hunt 过 程 密切 关联 的 位 势 论 推广 到 调和 空间 上 
来 . 


85 位 势 论 与 其 他 数学 分 支 的 联系 及 发 展 


关于 位 势 理论 与 其 他 数学 分 支 的 联系 可 以 从 两 个 方面 来 看 . 
第 一 ,由 于 在 古典 理论 中 ,位 势 本 是 一 个 奇异 积分 ,在 不 分 布 
质量 的 地 方 是 一 个 调和 函数 ,满足 Laplace 方程 ,所 以 它 与 实 冰 
数 .解析 函数 .以 及 偏 微 分 方程 密切 相关 . 实际 上 ,位 势 论 是 从 它们 
独立 出 来 的 一 个 分 支 , 一 百 五 十 年 来 ,位 势 论 的 发 展 与 上 述 数 学 分 
支 互 相 滩 透 ,现在 仍 是 如 此 . 这 是 位 势 论 研究 的 主要 方面 ,从 近来 
的 研究 成 果 来 看 , 绝 大 部 分 也 是 属于 这 个 方面 . 
第 二 ,位 势 论 与 概率 论 的 联系 . 概率 论 同位 势 论 一 样 也 有 长 远 
的 发 展 历史 ,但 只 是 在 最 近 半 个 世纪 ,它们 之 间 的 本 质 联 系 才 被 揭 
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示 出 来 .这 对 二 者 的 发 展 都 产生 了 重大 的 影响 ,值得 特别 注意 . 由 
于 一 般 读者 对 此 可 能 不 太 熟 悉 , 因 此 我 们 在 下 面 着 重 介绍 一 下 位 
势 论 与 概率 论 的 联系 ,这 就 是 5. 1 的 内 容 . 然后 在 5. 2 中 简单 说 明 
一 下 位 势 论 和 其 他 数学 分 支 的 联系 及 发 展 . 最 后 5. 3 是 张 鸣 铺 教 
授 的 -个 展望 ,作为 本 节 的 结束 语 . 


5. 1 位 势 论 与 概率 论 的 联系 


本 世纪 四 于 十 年 代 ,Kakutani，Kac 及 Docb 等 人 先后 发 更 经 
典 位 势 论 与 Brown 运动 之 间 的 深刻 联系 . Doob 为 发 展 这 种 联系 
做 了 大 量 的 工作 ,Hunt 进一步 把 它 推广 到 相当 一 - 般 的 Miarkov 过 
程 (Hunt 过 程 ), 从 此 ,位 势 论 的 基本 概念 及 性 质 获 得 了 明确 的 要 
率 意 义 ;, 而 分析 工具 的 引入 大 大 促进 柱 概 率 论 的 发 展 .上 扫 与 上 调 
和 函数 的 对 应 ,它们 的 单调 询 的 极限 及 Riesz 分 解 的 役 端 相似 , 揭 
示 了 园 论 与 位 势 论 的 内 在 联系 ;Martin 边界 被 翻译 成 概 上 罕 的 语言 
并 用 于 研究 Markov 过 程 ;由 于 调和 空间 引入 了 Markov 半 群 ,并 
县 由 这 个 半 群 可 构造 一 个 具有 连续 轨道 的 Markov 过 程 ,公理 化 
位 势 论 使 随机 过 程 理论 提高 到 一 个 新 水 平 : C” Riemann 流 形 上 
由 于 McKeen 等 人 用 随 视 微分 方程 建立 扩 艇 过 程 而 提供 了 用 概 次 
方法 研究 位 势 论 的 一 种 方法 . 总 之 ;位 势 论 与 随机 这 程 论 日 益 结 
合 ,; 相 互 促进 ,加 速 了 这 两 个 分 充 的 发 展 ， 

下 和 面 着 蝇 介 绍 经 典 位 势 论 与 Brown 运动 之 间 的 联系 . 

设 静 : 为 n 维 欧 氏 空间 R 的 Borel 代数 ,n 庆 1,{ 久 (D4 er, 为 
R" 上 的 Brown 运动 , {P|xE8R} 为 相应 的 概率 测度 旋 ,p(tt ;x,y) 
为 转移 密度 . 对 BE CB", 当 存在 1 站 0 使 KG)EB 时, 令 rs 为 这 样 
的 1 的 下 确 界 ;否则 , 令 rT 二 oo0. 对 B 的 余 集 C(B), 令 Ts 二 rep} 
乏 , 当 ze<co 时 , 记 了 一 sup 人 ft 人 >0|XCD EB}, 当 75s 一 00 时 , 令 
Ls 二 0. 分 别称 ry,TasyLs 为 了 tt) 对 B 的 首 中 时 间 、 首 出 时 间 、 退 
出 时 间 , 市 

下) :—P(Ts < co 和 CT8) E*) 
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吏 
gz) P(r > XE) 大。) 

分 别称 次 从 出 发 的 Brown 运动 对 B 的 首 中 分 布 及 禁止 分 布 . 知 
对 所 有 的 zE 到 ,Prs<eo) 一 1( 或 0), 则 称 旦 是 常 返 集 ( 或 非常 
返 集 ). 那么 ,经 典 位 热 论 的 基本 概念 及 性 质 可 作 如 下 描述 : 

(1) 工 为 召 的 正则 点 (或 非 正 则 点 ) 当 且 仅 当 PCrs 一 0 一 1 
《或 0), 其 直观 意 浆 是 从 工 出 发 的 Brown 粒子 能 (或 不 能 ;立刻 击 
中 五, 吾 是 极 集 的 充 要 条 件 是 PCrs<eco)=0.zE 避 , 即 从 任何 点 
x 出 发 的 Brown 粒子 都 永远 不 能 击 中 B. 

《2)】 对 妆 的 非 空 开 集 DD,n 写 2, 从 zxED 出 发 的 Brown 运动 
对 CtDD) 的 击 中 分 布 吾 p(x，*) 正 好 是 DD 在 xz 的 调和 测 立 ,这 时 ， 
关于 在 BCD} 上 定义 的 有 界 且 本 性 连续 (除去 一 个 调和 测度 零 集 
外 连续 ) 的 消 数 六 ,一 般 Dirichlet 问题 的 解 


Hi(x) 一 If Hardy) = Ef Xr) ,Th < 0), 


它 在 /于 该 处 连续 的 正则 边界 点 y( 即 yE B84D) 且 为 CCD} 的 正 

则 点 ) 处 以 fCy) 为 边界 值 . 另 , 当 ”之 3 且 CCD) 为 有 界 时 , 若 事 先 

不 限制 解 在 无 穷 远 点 的 极限 值 , 则 解 不 唯一 ,但 每 个 有 界 解 可 表 为 
天 LACXT ,Tn eco] 十 aPp 一 co)， 


其 中 a 是 常数 . 
(3) 站 的 非 空 开 集 五 若 在 在 Green 图 数 则 称 之 为 Green 集 . 
万 的 Green 图 数 可 起 示 为 


Grn =| ple) EL To X(T),y), To dt 
而 V“(z) = JG ,ydpcn > 0) 就 是 号 上 的 Green 位 势 . 
(4》 当 nn 实 3 时 ,| ples ty) 即 为 Newton 核 |x 一 y|:“， 
其 中 常数 a. 一 zn/T| 一 1|. 
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当 所 一 也 时 ， «| [prsy) | plisTos yo) Jdr 即 为 对 数 核 


一 log.|z 一 y| ,其 中 ,yo 为 满足 jz 一 加 | = 1 的 固定 点 ,从 而 
得 到 用 转移 密度 表示 的 Newton 位 势 与 对 数位 势 . 

《5) 设 了 是 从 非 空 开 集 五 到 [0, 十 cj 的 函数 ,在 五 的 任 一 成 
分 上 不 恒 为 十 <. 车 对 zt>0 及 xED 恒 有 


f(T) 守 |f 00960, (xdy), 


且 当 单调 递减 东 于 0 时 ,积分 式 收 钱 于 f(z), 则 称 了 是 了 DD 上 的 
超过 函数 . 那么 ,六 >0 在 DD 内 上 调和 和 当 且 仪 当 为 超过 请 数 . 

(6) 类似 地 ,可 通过 转移 密度 , 击 中 分 布 .禁止 分 布 等 概念 来 
描述 Riesz 分 解 .平衡 问题 .能 量 . 容 量 . 扫 除 . 瘦 等 位 势 论 的 基本 
概念 及 它 作 的 性 质 ,这 使 得 经 典 位 势 论 的 概念 都 哑 子 相应 的 概率 
意 义 . 例如 ,Dirac 测度 。 到 BE 5 (六 3) 的 扫除 测度 (又 称 
Green 扫除 ? 即 为 吾 的 击 中 分 布 par ) 对 Green 和 集 品 内 的 相 
对 紧 的 Borel 集训 ,任意 正 测度 yy 到 B 的 扫除 测度 x 存在 ,x 集中 
在 B 的 基 ( 即 B 的 正则 点 全 体 ) 且 

U(r) = P(rs < Tp), 
上 式 也 是 到 Borel 集 B 的 扫除 测度 存在 的 充分 条 件 ， 

把 上 述 空间 页 换 成 较为 一 般 的 局 部 暴 可 分 度量 空间 ,Brown 
运动 就 变 成 Hunt 过 程 . 这 时 ,测度 的 扫除 、 位 势 的 概念 等 都 可 建 
涝 ,并 可 进一步 研究 各 种 与 上 述 类 拟 的 问题 . 

这 一 些 深 刻 的 联系 吸引 了 许多 位 势 论 及 概率 论 方面 的 著名 的 
数学 家 ,他 们 曾 集 中 了 很 大 的 精力 从 事 这 方面 的 研究 , 前 者 如 
Brelot ，Choguet， Deny 及 他 们 的 学 生 们 ,还 有 Hunt， Bauer 以 及 


允 马 尼 亚 的 Boboc，Bony，Constantinescu，Cornea 等 . 后 者 如 


Doob ，Meyel , 钟 开 莫 等 . Doob 的 tClassical Potential Theory and 
its Probabilistic Counterpart 上 (Springer-Verlag, 1983) 以 及 
Bliedtner 和 Hansen 的 &Potential Theory: an analytic and proba- 


NS 
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bilistic approach to balayage }(Springer-Verlag ,1986)} 对 兹 有 系统 
的 说 明 . 

国内 的 位 势 论 研究 也 开始 在 调和 空间 的 广义 正则 容量 、 土 调 
和 疯 数 延 拓 、 流 形 上 的 Brown 运动 , 群 上 的 位 势 论 方面 做 了 一 些 
工作 ,也 有 从 概率 论 的 观点 出 发 研究 了 与 位 势 论 有 关 的 问题 . 


5.2 位 势 论 与 其 他 数学 分 支 的 联系 及 发 展 


从 位 势 论 的 发 展 史 可 以 看 到 ,位 势 论 是 在 Riemann 的 函数 论 
的 推动 下 发 展 壮 大 的 . 而 现在 ,位 势 论 反 过 来 用 现代 化 的 分 析 工 具 
从 各 方面 来 加 强 函 教 论 , 这 可 以 说 是 一 种 反哺 过 程 . 位 势 论 向 函数 
论 提供 的 工具 主要 有 两 类 ;一 类 是 由 扫除 法 建立 起 来 的 关于 调和 
测度 .平衡 分 布 等 等 的 精致 的 存在 定理 及 极 值 定理 ; 另 一 类 是 细 拓 
扑 、Martin 边界 等 等 描写 函数 的 极限 行为 的 清晰 的 新 概念 . 

从 20 年 代 Nevanlinna 理论 产生 以 来 ,位 势 论 方法 在 函数 值 
分 布 理论 上 的 重要 作用 是 众所周知 的 . 自前 案值 理论 ,Riemann 山 
面 分 类 理论 等 等 实际 上 已 经 与 位 势 论 分 不 开 了 . 

在 共 形 映射 的 存在 问题 上 ,位 势 论 方法 比 古 典 方 法 优越 也 是 
显然 可 见 的 . 由 Green 函数 .平衡 位 势 的 存在 定理 直接 可 以 推出 有 
关 的 各 种 标准 的 共 形 映射 的 存在 定理 ,并 且 超 过 了 关于 联结 重 数 
及 边界 光滑 任 等 等 限制 . 


在 几何 羔 数 论 的 基本 原理 上 ,上 用 位 势 论 也 可 以 得 到 深入 得 多 . 


的 论点 . 例如 ,用 Schwarz 引 理 或 从 属 原理 只 能 得 到 一 个 单 连通 区 
域 的 上 映射 半径 不 小 于 任何 一 个 子 区 域 的 映射 半 径 , 而 两 个 区 域 没 
有 这 种 包含 关系 时 ,就 没有 有 效 的 方法 来 比较 它们 的 映射 半径 , 但 
是 ,用 位 势 论 方法 容易 证 明 :一 个 包含 原点 口 的 有 界 单 连 通 区 域 
DD 在 口 点 的 映射 半径 满足 rors 所 1, 这 里 局 表示 也 的 外 部 关 
于 单位 圆 的 对 称 区 域 在 O 点 的 喘 射 半径 , 只 有 也 是 以 OO 为 中 心 的 
圆 ,等 号 才 成 立 . 因此 ,假如 re 室 ro; 那 么 zo 所 1;, 等 导 只 有 当 吕 其 
开 单 位 国 时 才 或 立 . 由 上 述 缚 论 可 以 直接 得 到 Koebe 定理 及 其 推 
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广 . . 
上 调和 函数 及 多 重 调和 消 数 在 多 复 恋 函数 论 中 的 作用 也 是 很 
明显 的 ， 

至 于 位 势 论 对 其 他 数学 分 支 的 作用 与 影响 ,我 们 简单 说 明 如 
下 . 

位 势 论 对 度量 拓扑 (metric topology) 的 影响 由 来 已 入. 点 集 
的 超 限 直径 .Hausdorf 测度 及 非 整数 维 数 等 等 概念 跟 位 势 论 的 
关系 非 沉 明显 . Kolmogoroff 定义 的 匡 数 空间 的 炉 的 概念 是 叉 一 
个 例子 ， 

由 于 几何 测度 论 的 产生 及 发 展 , 位 势 论 与 同 伦 论 的 关系 也 得 
到 发 展 . 位 势 论 方 法 的 应 用 将 在 微分 柯 挤 或 流 形 上 的 分 析 取 得 有 
意义 的 进展 . : 

在 彬 圆 型 和 抛物 型 方程 的 古 究 中 ,已 相当 广汉 地 米 用 位 势 论 
方法 ,各 种 理想 边界 的 概念 已 党 钼 使 用 . 

由 于 位 势 与 它 的 核 的 关系 可 以 用 Fourier 变换 来 说 明 ( 和 参见 
1.5 及 3.2 等 ), 位 势 论 与 调和 分 析 的 关系 目前 越 来 越 备 地 受到 注 
意 . 

经 典 与 一 般 核 的 位 势 论 及 其 在 相 令 数学 分 支 的 应 用 是 众多 位 
势 论 学 者 所 从 事 的 研究 对 象 .下面 列举 一 些 工作 以 供 读者 参考 ,但 
并 非 全 面 介绍 . 挂 一 泼 万 .人 铭 本 从 末 是 在 所 难免 的 . 

例如 ,Ancona 等 人 关于 Fr 区 域 的 Martin 边界 问题 以 及 边界 
Harnack 有 原理 的 研究 ;Karan， Schiff，Stoll 等 人 关于 边界 极限 与 
唯一 性 定理 的 研究 ;J, S. Hwang 关于 细 极 限 , 细 京 值 的 研究 ; 
Kaufmand ,J. M. Wu，Makarov 等 人 关于 共 形 映射 下 的 边界 上 畸 蛮 
及 调和 测度 的 研究 ;Armitage 与 Gardiner 等 人 关于 下 调和 函数 的 
平均 秆 与 积分 的 研究 ;Brelot 与 Anadam 关于 广 浆 对 数位 势 的 研 
窜 ! Nakai 与 Sario 关于 调和 维 数 及 椭圆 维 数 的 研究 ;Fuglede 等 
人 关于 细 解 析 肾 数 的 研究 ;苏联 学 者 在 各 个 方面 都 有 出 色 的 工作 ， 

中 国学 者 在 边界 值 问题 , 细 和 解析 柄 数 、 广 忒 对 数位 势 ,Martin 
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边界 .Riemann 曲面 以 及 多 重 调和 郑 数 等 方面 也 做 了 -- 是 的 工作 . 
5.3 展望 


国内 杰出 的 函数 论 .位 势 论 专家 张 鸣 铺 教 授 于 1979 年 曾 对 位 
势 论 与 函数 论 的 关系 做 了 一 个 展望 , 他 认为 ”在 以 抽象 分 析 为 主 的 
数学 分 析 的 现 阶 段 , 位 势 论 已 成 为 独立 于 六 数论 之 外 的 分 支 .二 者 
虽然 美 系 密切 ,但 是 目前 位 势 论 与 随机 过 程 的 结合 显然 吸引 着 人 
们 更 多 的 注意 力 . 应 该 承认 这 种 结合 对 于 双方 理论 的 充实 及 提高 
都 非常 有 利 , 但 也 应 该 看 到 位 势 论 面临 的 新 的 重大 任务 ,” 

“位 势 本 来 是 向 量 场 的 不 定 积分 ,在 一 维 的 情况 下 ,不定 积 分 
蝴 定 积分 的 概念 是 一 致 的 ,关于 它 的 存在 及 各 种 性 质 在 实 晃 数 中 
有 充分 的 讨论 . 但 是 在 高 维 的 情况 ,向 量 场 的 不 定 积分 的 存在 要 求 
向 量 场 的 外 微分 等 于 0. 在 二 维 的 情况 ,一 个 向 量 场 有 自己 的 对 偶 
向 量 场 . 一 个 外 微分 与 反 站 微分 都 等 于 0 的 向 量 场 叫做 调和 场 , 尼 
的 位 势 就 是 原 调 和 场 的 位 势 的 共 斩 调 和 函数 , Riemann 就 是 通过 
这 个 事实 把 哨 数 论 与 位 势 论 联系 在 一 起 .” 

在 ntn 空 3) 维 的 情况 , 仍 有 向 量 场 的 对 偶 和 调和 问 量 场 的 概 
念 , 并 已 建立 了 多 重 向 量 场 的 初步 理论 系统 , 留 数 定理 也 推广 到 它 
上 面 去 了 . “但 至 今 尚 未 有 人 把 扫除 法 等 推广 到 多 重 和 癌 量 位 势 上 
去 ,也 还 没有 人 利用 扫除 法 所 建立 的 “Green 客 重 向 量 场 * 来 推广 
Riemann 末 数 论 的 观点 ” 

“Riemann 的 思想 为 建立 单纯 化 定理 开辟 了 道路 ,这 个 单纯 化 
定理 实际 上 是 二 维 流 形 拓扑 学 的 基本 定理 .高 维 流 形 的 拓扑 学 的 
基本 定理 是 否 也 应 该 用 类 似 方 法 建立 ? Riemann 函数 论 的 观点 是 
否 趾 以 启发 我 们 去 建立 一 门 新 的 “同调 分 析 ’ 呢 ?” 张 先生 说 :“ 希 轧 
不 久 能 看 到 这 个 问题 的 解答 ,” 
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